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Ïðåäèñëîâèå

Ïðåäëàãàåìîå ¾ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå¿ ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ è ïðåïîäàâàòåëåé ôè-
çè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÑÏáÃÓ. ¾Ïîñîáèå¿ ñîäåðæèò òåîðåòè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé ìàòåðèàë,
êîòîðûé ïðåäïîëàãàåòñÿ èçó÷àòü íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå â ïÿòîì
ñåìåñòðå.
Äëÿ óäîáñòâà èñïîëüçîâàíèÿ ¾ïîñîáèÿ¿ âåñü ìàòåðèàë ðàçáèò íà 23 ñåêöèè, êàæäàÿ èç êîòî-

ðûõ ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó äâóõ-÷àñîâîìó ïðàêòè÷åñêîìó çàíÿòèþ. Ïîðÿäîê èçëîæå-
íèÿ ìàòåðèàëà â êàæäîé ãëàâå ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó åãî èçëîæåíèÿ íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ.
Â êîíöå êàæäîãî ðàçäåëà ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Íàñòîÿùåå ¾ïîñîáèå¿ ìîæåò ñîäåðæàòü îïå÷àòêè è, áûòü ìîæåò, îøèáêè. Àâòîð áóäåò ïðè-
çíàòåëåí çà ëþáûå èñïðàâëåíèÿ, çàìå÷àíèÿ è âñåâîçìîæíûå ïîæåëàíèÿ, êîòîðûå ìîæíî îò-
ïðàâëÿòü ïî àäðåñó: sofyto@mail.ru (Ïîæàðñêèé Àëåêñåé Àíäðååâè÷).
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1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè z íàçûâàþò îáúåêòû âèäà x+ iy, ãäå x è y � âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà, åñëè äëÿ ýòèõ îáúåêòîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëåíû ïîíÿòèå ðàâåíñòâà
è îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

(1) Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z1 = x1 + iy1 è z2 = x2 + iy2 íàçûâàþò ðàâíûìè, åñëè x1 = x2 è
y1 = y2.

(2) Ñóììîé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 = x1 + iy1 è z2 = x2 + iy2 íàçûâàþò êîìïëåêñíîå ÷èñëî
z1 + z2 = (x1 + x2) + i(y1 + y2).

(3) Ïðîèçâåäåíèåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 = x1 + iy1 è z2 = x2 + iy2 íàçûâàþò êîìïëåêñíîå
÷èñëî z1z2 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1).
◦ Èíà÷å ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñêëàäûâàþò è óìíîæàþò, êàê ìíîãî÷ëåíû îòíîñè-
òåëüíî ñèìâîëà i, íî ñèìâîë i2 çàìåíÿþò ÷èñëîì −1.
• ×èñëî x íàçûâàþò âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ (èëè äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ) êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z = x+ iy è îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì Re z.
• ×èñëî y íàçûâàþò ìíèìîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x+ iy è îáîçíà÷àþò ñèìâî-
ëîì Im z.
• Ñèìâîë i íàçûâàþò ìíèìîé åäèíèöåé.

Ïðèìåð 1.2. Íàéòè âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà 1+i
1−i .

Ðåøåíèå.
1 + i

1− i
=

(1 + i)2

(1− i)(1 + i)
=

2i

1− i2
=

2i

2
= i. �

Îòâåò: Re
(

1+i
1−i

)
= 0, Im

(
1+i
1−i

)
= 1.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x+ iy íàçûâàþò âåëè÷èíó

|z| =
√
x2 + y2.

Ëþáîå ÷èñëî ϕ, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâàì

cosϕ =
x√

x2 + y2
, sinϕ =

y√
x2 + y2

,

íàçûâàþò àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x + iy è îáîçíà÷àþò arg z. Âåëè÷èíà arg z
îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî äëÿ z 6= 0.

Ðèñ. 1. Çäåñü z = x+iy, r = |z|
è ϕ = arg z.

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà óäîáíî èçîáðàæàòü òî÷êàìè íà ïëîñêî-
ñòè. Êàæäîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z = x + iy ñòàâèòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèå òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (x, y). Ïðè ýòîì ìîäóëü |z|
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè (x, y) äî íà÷à-
ëà êîîðäèíàò, à àðãóìåíò arg z � óãëó ϕ ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì
íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ è ëó÷îì, ñîåäèíÿþùèì íà÷àëî êîîð-
äèíàò è òî÷êó (x, y), ñì. ðèñóíîê 1.

Ïðèìåð 1.4. Íàéòè ìîäóëü è âñå àðãóìåíòû êîìïëåêñíîãî
÷èñëà 1 + i.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì 1.3

|1 + i| =
√

1 + 1 =
√

2,



ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÑÎÁÈÅ � 5 ÑÅÌÅÑÒÐ 5{
cosϕ = 1√

2
,

sinϕ = 1√
2

⇐⇒ ϕ =
π

4
+ 2πn, n ∈ Z. �

Îòâåò: |1 + i| =
√

2, arg = π
4

+ 2πn, ãäå n ∈ Z.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ôóíêöèþ ez äëÿ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé z îïðåäåëÿþò êàê ñóììó ðÿäà

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
,

êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïðè |z| <∞.

Òåîðåìà 1.6. Ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî ìîæíî çàïèñàòü â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå z = |z|ei arg z.

Ïðèìåð 1.7. Çàïèñàòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî i− 1 â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1.6

|i− 1| =
√

2, arg(i− 1) =
3π

4
+ 2πn, n ∈ Z.

Â êà÷åñòâå arg(i− 1) ìîæíî âçÿòü ëþáîå èç íàéäåííûõ çíà÷åíèé, íàïðèìåð, arg(i− 1) = 3π
4
. �

Îòâåò: i− 1 =
√

2 e
3πi
4 .

Òåîðåìà 1.8. Äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ C ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû Ýéëåðà

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ, cosϕ =
eiϕ + e−iϕ

2
, sinϕ =

eiϕ − e−iϕ

2i
.

Ïðèìåð 1.9. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå
∞∑
n=0

an sin(nϕ), ϕ ∈ R, 0 < a < 1.

Ðåøåíèå. Èç òåîðåìû 1.8 ñëåäóåò, ÷òî sin(nϕ) = Im(einϕ) ïðè âåùåñòâåííûõ ϕ. Îòñþäà

∞∑
n=0

an sin(nϕ) =
∞∑
n=0

an Im(einϕ) = Im

(
∞∑
n=0

aneinϕ

)
= Im

(
∞∑
n=0

(
aeiϕ

)n)
.

Ñóììèðóÿ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, ïîëó÷èì

Im

(
∞∑
n=0

(
aeiϕ

)n)
= Im

(
1

1− aeiϕ

)
= Im

(
1

1− a cosϕ− ia sinϕ

)
=

= Im

(
1− a cosϕ+ ia sinϕ

(1− a cosϕ)2 + a2 sin2 ϕ

)
=

a sinϕ

(1− a cosϕ)2 + a2 sin2 ϕ
=

a sinϕ

1− 2a cosϕ+ a2
. �

Îòâåò:
∞∑
n=0

an sin(nϕ) = a sinϕ
1−2a cosϕ+a2 .

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ëîãàðèôìîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z íàçûâàþò âåëè÷èíó

Ln z = ln |z|+ i arg z.

Âåëè÷èíó Ln z îïðåäåëÿþò òîëüêî äëÿ z 6= 0.
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Îïðåäåëåíèå 1.11. Âåëè÷èíó za äëÿ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé z è a îïðåäåëÿþò ðàâåíñòâîì

za = eaLn z.

Âåëè÷èíó za îïðåäåëÿþò òîëüêî äëÿ z 6= 0.

Ïðèìåð 1.12. Íàéòè âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ii.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì 1.11

ii = eiLn i = ei(
π
2
i+2πin) = e−

π
2
−2πn, n ∈ Z. �

Îòâåò: Re(ii) = e−
π
2
−2πn, ãäå n ∈ Z, Im(ii) = 0.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 1.13. Íàéòè âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà 2−i
3+i

.

Îòâåò: 2−i
3+i

= 1−i
2
.

Çàäà÷à 1.14. Íàéòè âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà 1+2i
2+3i

.

Îòâåò: 1+2i
2+3i

= 8+i
13
.

Çàäà÷à 1.15. Íàéòè âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, à òàêæå ìîäóëü è âñå àðãóìåíòû
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà 3+4i

(3−4i)2 .

Îòâåò: 3+4i
(3−4i)2 = − 3

25
+ 4i

25
,
∣∣∣ 3+4i

(3−4i)2

∣∣∣ = 1
5
, arg

(
3+4i

(3−4i)2

)
= 3 arctg

(
4
3

)
+ 2πn, ãäå n ∈ Z.

Çàäà÷à 1.16. Íàéòè âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (i− 1)98.

Îòâåò: (i− 1)98 = −249i.

Çàäà÷à 1.17. Íàéòè âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (
√

3 + i)100.

Îòâåò: (
√

3 + i)100 = 299(−1 + i
√

3).

Çàäà÷à 1.18. Íàéòè âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ÷èñëà sin(a+ ib), ãäå a ∈ R, b ∈ R.

Îòâåò: sin(a+ ib) = sin a ch b+ i cos a sh b.

Çàäà÷à 1.19. Íàéòè âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (Ln(1 + i))2.

Îòâåò: (Ln(1 + i))2 = ln2 2
4
−
(
π
4

+ 2πn
)2

+ i
(
π
4

+ 2πn
)

ln 2, ãäå n ∈ Z.

Çàäà÷à 1.20. Íàéòè âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà Ln ((2i)i).

Îòâåò: Ln ((2i)i) = i ln 2− π
2

+ 2πn+ 2πik, ãäå n, k ∈ Z.

Çàäà÷à 1.21. Íàéòè âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (1 + i)i.

Îòâåò: (1 + i)i = e−
π
4
−2πn

(
cos
(
ln
√

2
)

+ i sin
(
ln
√

2
))
, ãäå n ∈ Z.

Çàäà÷à 1.22. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå
∞∑
n=0

an cos {(3n+ 1)ϕ}, ãäå ϕ ∈ R è 0 < a < 1.

Îòâåò:
∞∑
n=0

an cos {(3n+ 1)ϕ} = cosϕ−a cos(2ϕ)
1−2a cos(3ϕ)+a2 .
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Çàäà÷à 1.23. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå
∞∑
n=1

an sin {(2n− 1)ϕ}, ãäå ϕ ∈ R è |a| < 1.

Îòâåò:
∞∑
n=1

an sin {(2n− 1)ϕ} = a(a+1) sinϕ
1−2a cos(2ϕ)+a2 .

Çàäà÷à 1.24. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå
∞∑
n=0

an sin {(4n+ 1)ϕ}, ãäå ϕ ∈ R è |a| < 1.

Îòâåò:
∞∑
n=0

an sin {(4n+ 1)ϕ} = sinϕ+a cos(3ϕ)
1−2a cos(4ϕ)+a2 .

Çàäà÷à 1.25. Íàéäèòå âñå êîðíè óðàâíåíèÿ cos z = 3.

Îòâåò: z = i ln(3± 2
√

2) + 2πn, ãäå n ∈ Z.

Çàäà÷à 1.26. Íàéäèòå âñå êîðíè óðàâíåíèÿ sin z = i.

Îòâåò: z = i ln(
√

2− 1) + (2n+ 1)π, z = i ln(
√

2 + 1) + 2nπ, ãäå n ∈ Z.
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2. Ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ôóíêöèþ f(z) íàçûâàþò äèôôåðåíöèðóåìîé â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíà-
ëèçà â òî÷êå z0, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

= f ′(z0),

íàçûâàåìûé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z0.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ôóíêöèþ f(z) íàçûâàþò ðåãóëÿðíîé â îáëàñòè D, åñëè îíà äèôôåðåíöè-
ðóåìà â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà â êàæäîé òî÷êå ýòîé îáëàñòè1.

Ïðèìåð 2.3. Íàéòè îáëàñòü, â êîòîðîé ôóíêöèÿ f(z) = z2 ðåãóëÿðíà, è âû÷èñëèòü åå ïðî-
èçâîäíóþ â ýòîé îáëàñòè.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì 2.1

f(z)− f(z0)

z − z0

=
z2 − z2

0

z − z0

=
(z − z0)(z + z0)

z − z0

= z + z0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî z0 ∈ C ñóùåñòâóåò ïðåäåë

f ′(z0) = lim
z→z0

(z + z0) = 2z0. �

Îòâåò: Ôóíêöèÿ f(z) = z2 ðåãóëÿðíà â C è f ′(z) = 2z.

Ïðèìåð 2.4. Íàéòè âñå òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(z) = Re z äèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñëå
êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Ðåøåíèå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ z = x+iy, ∆x = x−x0, ∆y = y−y0 è ∆z = z−z0. Âîñïîëüçóåìñÿ
îïðåäåëåíèåì 2.1

f(z)− f(z0)

z − z0

=
x− x0

∆z
=

∆x

∆x+ i∆y
. (2.1)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè ∆z = ∆x→ 0 (ò. å. òî÷êà z ñòðåìèòñÿ ê z0 âäîëü îñè Ox), òî

lim
∆z=∆x→0

f(z)− f(z0)

z − z0

= lim
∆x→0, ∆y=0

∆x

∆x+ i∆y
= 1.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ∆z = ∆y → 0 (ò. å. òî÷êà z ñòðåìèòñÿ ê z0 âäîëü îñè Oy), òî

lim
∆z=∆y→0

f(z)− f(z0)

z − z0

= lim
∆y→0, ∆x=0

∆x

∆x+ i∆y
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë îòíîøåíèÿ (2.1) ðàçëè÷åí â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ïîäõîäà
òî÷êè z ê z0 ïðè âñåõ z ∈ C. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.1 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
f(z) íå ñóùåñòâóåò íè ïðè êàêèõ z ∈ C. �
Îòâåò: Ôóíêöèÿ f(z) = Re z íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà
íè ïðè êàêèõ z ∈ C.
Èç ïðèìåðîâ 2.3 è 2.4 âèäíî, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè ðåãóëÿðíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëå-

íèÿ 2.1 òðåáóåòñÿ ïðèêëàäûâàòü çàìåòíûå óñèëèÿ äàæå â ñëó÷àå âåñüìà ïðîñòûõ ôóíêöèé. Ýòî
îäíà èç ïðè÷èí, ïî êîòîðûì ìîæåò áûòü ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

1Èíîãäà, ðàäè óïðîùåíèÿ íåêîòîðûõ äîêàçàòåëüñòâ, äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ f ′(z)
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé â îáëàñòè D.
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Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü f(z) � ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z = x+ iy è

u(x, y) = Re f(x+ iy), v(x, y) = Im f(x+ iy).

Ïóñòü âåùåñòâåííî-çíà÷íûå ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â îáëà-
ñòè D. Òîãäà äëÿ ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z) â îáëàñòè D (â òî÷êå z0 ∈ D) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà

∂u(x, y)

∂x
=
∂v(x, y)

∂y
,

∂u(x, y)

∂y
= −∂v(x, y)

∂x

â îáëàñòè D (â òî÷êå z0 ∈ D).
Ïðèìåð 2.6. Íàéòè âñå òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(z) = x2−2iy äèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñëå
êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà{
u(x, y) = x2,
v(x, y) = −2y,

=⇒
{

2x = −2,
0 = 0,

⇐⇒
{
x = −1,
y ∈ R. �

Îòâåò: Ôóíêöèÿ f(z) = x2 − 2iy äèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà ïðè z =
x+ iy òàêèõ, ÷òî x = −1.

Ïðèìåð 2.7. Íàéòè îáëàñòü, â êîòîðîé ôóíêöèÿ f(z) = e2z ðåãóëÿðíà.

Ðåøåíèå. Âûäåëèì âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ôóíêöèè f(z)

e2z = e2x+2iy = e2xe2iy = e2x cos(2y) + ie2x sin(2y),

u(x, y) = e2x cos(2y), v(x, y) = e2x sin(2y).

Îòñþäà {
∂u(x,y)
∂x

= 2e2x cos(2y),
∂u(x,y)
∂y

= −2e2x sin(2y),

{
∂v(x,y)
∂x

= 2e2x sin(2y),
∂v(x,y)
∂y

= 2e2x cos(2y).
(2.2)

Èç (2.2) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà âûïîëíåíû ïðè âñåõ z ∈ C. �
Îòâåò: Ôóíêöèÿ f(z) = e2z ðåãóëÿðíà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Èíîãäà áûâàåò óäîáíî âìåñòî ïåðåìåííûõ x è y èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûå z è z̄{
z = x+ iy,
z̄ = x− iy,

{
x = z+z̄

2
,

y = z−z̄
2i
.

(2.3)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàöèè ∂
∂z

è ∂
∂z̄
, êîòîðûå îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

∂

∂z
def
=

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
,

∂

∂z̄
def
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

Çàìå÷àíèå 2.8. Íå ñëåäóåò ïóòàòü îïåðàöèþ ∂
∂z

ñ îïåðàöèåé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ
ââåäåíà â îïðåäåëåíèè 2.1.

Ïðèìåð 2.9. Äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà ýêâèâàëåíòíû óñëîâèþ ∂f
∂z̄

= 0.

Ðåøåíèå. Ïåðåéäåì â âûðàæåíèè ∂f
∂z̄

ê ïåðåìåííûì x è y

∂f

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
(u(x, y) + iv(x, y)) =

1

2
(ux(x, y) + ivx(x, y) + iuy(x, y)− vy(x, y)) =

=
1

2
(ux(x, y)− vy(x, y)) +

i

2
(vx(x, y) + uy(x, y)) .
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Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �

Îáñóäèì ðåçóëüòàòû ïðèìåðà 2.9. Ïóñòü íàì çàäàíà ýëåìåíòàðíàÿ êîìïëåêñíî-çíà÷íàÿ ôóíê-
öèÿ f , çàâèñÿùàÿ îò ïåðåìåííûõ x è y. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ (2.3) ìîæíî ïåðåéòè ê
ïåðåìåííûì z è z̄. Ïðèìåð 2.9 ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îíà ÿâíî íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé z̄. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ ez ýëåìåíòàðíàÿ è çàâèñèò
òîëüêî îò ïåðåìåííîé z, ïîýòîìó îíà ðåãóëÿðíà.
Ôóíêöèÿ Re(z) çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííîé z, íî íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé. ×òîáû ïðè-

ìåíèòü ê íåé ðåçóëüòàòû ïðèìåðà 2.9 ïåðåïèøåì åå â ïåðåìåííûõ x è y, Re(z) = x. Ôóíêöèÿ x
óæå ýëåìåíòàðíàÿ è åå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïåðåìåííûå z è z̄ ïî ôîðìóëàì (2.3), x = z+z̄

2
.

Ôóíêöèÿ z+z̄
2

ÿâíî çàâèñèò îò z̄, à ïîòîìó íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé.

Òåîðåìà 2.10. Ïðîèçâîäíûå (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.1) ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ìîæíî âû-
÷èñëÿòü ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì, èçâåñòíûì èç âåùåñòâåííîãî àíàëèçà. Â ÷àñòíîñòè,

(zn)′ = nzn−1, (ez)′ = ez, (ln z)′ =
1

z
,

(sin z)′ = cos z, (cos z)′ = − sin z, (sh z)′ = ch z, (ch z)′ = sh z.

Ïóñòü ôóíêöèè f(z) è g(z) ðåãóëÿðíû â íåêîòîðûõ, áûòü ìîæåò ðàçëè÷íûõ, îáëàñòÿõ. Òî-
ãäà ïðîèçâîäíàÿ îò ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî è êîìïîçèöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî îáû÷íûì
ïðàâèëàì, èçâåñòíûì èç âåùåñòâåííî àíàëèçà,(

f(z) + g(z)
)′

= f ′(z) + g′(z), (f(z)g(z))′ = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z),(
f(z)

g(z)

)′
=
f ′(z)g(z)− f(z)g′(z)

g2(z)
,
(
f(g(z))

)′
= f ′(g(z)) g′(z).

Ïðè ýòîì êàæäîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â òîé îáëàñòè, â êîòîðîé êîððåêòíî îïðåäåëåíû îáå
÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà.

Çàìå÷àíèå 2.11. Ôóíêöèè |z|, Re(z) = x, Im(z) = y íå ÿâëÿþòñÿ íè ýëåìåíòàðíûìè, íè
ðåãóëÿðíûìè è ê íèì íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà òåîðåìà 2.10.

Ïðèìåð 2.12. Íàéòè îáëàñòü, â êîòîðîé ôóíêöèÿ f(z) = z2

z+1
ðåãóëÿðíà, è âû÷èñëèòü åå

ïðîèçâîäíóþ.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.10 ôóíêöèÿ f(z) ðåãóëÿðíà ïðè z 6= −1. Åå ïðîèçâîäíóþ ìîæíî
âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ òîé æå òåîðåìû

f ′(z) =
2z(z + 1)− z2

(z + 1)2
=
z(z + 2)

(z + 1)2
. �

Îòâåò: Ôóíêöèÿ f(z) = z2

z+1
ðåãóëÿðíà ïðè z 6= −1 è f ′(z) = z(z+2)

(z+1)2 .

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 2.13. Íàéòè âñå òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(z) = x + i sin y äèôôåðåíöèðóåìà â
ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, è âû÷èñëèòü åå ïðîèçâîäíóþ.

Îòâåò: Ôóíêöèÿ f(z) = x+ i sin y äèôôåðåíöèðóåìà ïðè z = x+ iy òàêèõ, ÷òî y = 2πn, n ∈ N.
Â ýòèõ òî÷êàõ f ′(z) = 1.

Çàäà÷à 2.14. Íàéòè âñå òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(z) = Re(z2) äèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñëå
êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, è âû÷èñëèòü åå ïðîèçâîäíóþ.



ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÑÎÁÈÅ � 5 ÑÅÌÅÑÒÐ 11

Îòâåò: Ôóíêöèÿ f(z) = Re(z2) = x2 − y2 äèôôåðåíöèðóåìà ïðè z = 0 è f ′(0) = 0.

Çàäà÷à 2.15. Íàéòè âñå òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(z) = Re(z2)+2i Im(z) äèôôåðåíöèðóåìà
â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, è âû÷èñëèòü åå ïðîèçâîäíóþ.

Îòâåò: Ôóíêöèÿ f(z) = Re(z2) + 2i Im(z) äèôôåðåíöèðóåìà ïðè z = 1 è f ′(1) = 2.

Çàäà÷à 2.16. Íàéòè îáëàñòü, â êîòîðîé ôóíêöèÿ f(z) = ze3z ðåãóëÿðíà, è âû÷èñëèòü åå
ïðîèçâîäíóþ.

Îòâåò: Ôóíêöèÿ f(z) = ze3z ðåãóëÿðíà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è f ′(z) = (1 + 3z)e3z.

Çàäà÷à 2.17. Íàéòè îáëàñòü, â êîòîðîé ôóíêöèÿ f(z) = (z− 1)−2 ðåãóëÿðíà, è âû÷èñëèòü åå
ïðîèçâîäíóþ.

Îòâåò: Ôóíêöèÿ f(z) = (z − 1)−2 ðåãóëÿðíà ïðè z 6= 1 è f ′(z) = −2(z − 1)−3.

Çàäà÷à 2.18. Íàéòè îáëàñòü, â êîòîðîé ôóíêöèÿ f(z) = cos
(

1
ez−1

)
ðåãóëÿðíà, è âû÷èñëèòü

åå ïðîèçâîäíóþ.

Îòâåò: Ôóíêöèÿ f(z) ðåãóëÿðíà ïðè z 6= 2πin, n ∈ Z è f ′(z) = sin
(

1
ez−1

)
ez

(ez−1)2 .

Çàäà÷à 2.19. Äîêàçàòü, íå èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.5, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè óäî-
âëåòâîðÿåò â ýòîé îáëàñòè óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà.

Çàäà÷à 2.20. Äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä

∂u

∂ϕ
= −r∂v

∂r
, r

∂u

∂r
=
∂v

∂ϕ
.

Çàäà÷à 2.21. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò çàäà÷è 2.20 äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = zn ïðè n ∈ N
ðåãóëÿðíà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Çàäà÷à 2.22. Ïóñòü íà C çàäàíà ôóíêöèÿ

f(z) =
sinx

y
+ iy cosx, z = x+ iy.

Íàéòè

(1) ìíîæåñòâî Dr, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñëå âåùåñòâåííîãî àíà-
ëèçà;

(2) ìíîæåñòâî Dc, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíà-
ëèçà;

(3) íà ìíîæåñòâå Dc íàéòè ïðîèçâîäíóþ f ′ â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Îòâåò: Dr = {z | Im z 6= 0}, Dc = {z | Re z = πn, n ∈ Z, Im z = 1} ∪ {z | Re z = π
2

+ πn, n ∈
Z, Im z = −1}, ∀ z ∈ Dc f

′(z) = cosx
y
− iy sinx.

Çàäà÷à 2.23. Ïóñòü íà C çàäàíà ôóíêöèÿ

f(z) =
x

y
+ ixy, z = x+ iy.

Íàéòè

(1) ìíîæåñòâî Dr, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñëå âåùåñòâåííîãî àíà-
ëèçà;

(2) ìíîæåñòâî Dc, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíà-
ëèçà;
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(3) íà ìíîæåñòâå Dc íàéòè ïðîèçâîäíóþ f ′ â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Îòâåò:

Çàäà÷à 2.24. Ïóñòü íà C çàäàíà ôóíêöèÿ

f(z) =
y2

x
− ix2y, z = x+ iy.

Íàéòè

(1) ìíîæåñòâî Dr, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñëå âåùåñòâåííîãî àíà-
ëèçà;

(2) ìíîæåñòâî Dc, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíà-
ëèçà;

(3) íà ìíîæåñòâå Dc íàéòè ïðîèçâîäíóþ f ′ â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Îòâåò:
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3. Âîññòàíîâëåíèå ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè ïî åå
âåùåñòâåííîé (ìíèìîé) ÷àñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ôóíêöèÿ u(x, y) íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè D, åñëè ∆u = 0 â
ýòîé îáëàñòè, ãäå ∆ = ∂2

x + ∂2
y .

Ïðèìåð 3.2. Ïóñòü f(z) ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè D. Äîêàçàòü, ÷òî åå âåùåñòâåííàÿ
è ìíèìàÿ ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè Êîøè-Ðèìàíà

∆u = ∂x(∂xu) + ∂y(∂yu) = ∂x(∂yv) + ∂y(−∂xv) = 0,

∆v = ∂x(∂xv) + ∂y(∂yv) = ∂x(−∂yu) + ∂y(∂xu) = 0. �

Îïðåäåëåíèå 3.3. Îáëàñòü D íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè ëþáîé çàìêíóòûé êîíòóð, ëå-
æàùèé â D, ìîæåò áûòü íåïðåðûâíî ïðîäåôîðìèðîâàí ê íåêîòîðîé òî÷êå îáëàñòè D.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü u(x, y) (èëè v(x, y)) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ v(x, y) (ñîîòâåòñòâåííî u(x, y)) òàêàÿ, ÷òî ôóíê-
öèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ðåãóëÿðíà â îáëàñòè D, ãäå z = x+ iy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíà ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u(x, y) è íàì òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíê-
öèþ v(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì òåîðåìû. Èç òðåáîâàíèÿ ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(z)
ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà â îáëà-
ñòè D. Îòñþäà ìîæíî íàéòè äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè v(x, y)

dv =
∂v(x, y)

∂x
dx+

∂v(x, y)

∂y
dy = −∂u(x, y)

∂y
dx+

∂u(x, y)

∂x
dy. (3.1)

Ðàâåíñòâî (3.1) ïîçâîëÿåò íàéòè ôóíêöèþ v(x, y) â òåðìèíàõ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî
ðîäà

v(x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

dv =

(x,y)∫
(x0,y0)

−∂u(x̃, ỹ)

∂ỹ
dx̃+

∂u(x̃, ỹ)

∂x̃
dỹ. (3.2)

Çäåñü (x0, y0) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè D, à èíòåãðàë â ðàâåíñòâå (3.2) áåðåòñÿ ïî ëþáîìó
êîíòóðó, ëåæàùåìó â îáëàñòè D è ñîåäèíÿþùåìó òî÷êè (x0, y0) è (x, y). Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â
ðàâåíñòâå (3.2) íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ â ñèëó ãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèè u(x, y) 2.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà. Ýòè óñëîâèÿ ëåãêî âûâîäÿòñÿ èç ôîðìóëû (3.2) è íåçàâèñèìîñòè
ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû â ñëó÷àå êîãäà ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f(z) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî åå

ìíèìîé ÷àñòè v(x, y) ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Ïðèìåð 3.5. Âîññòàíîâèòü ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) ïî åå ìíèìîé ÷àñòè v(x, y) = 2xy.

Ðåøåíèå. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî v(x, y) ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.4 âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü u(x, y) ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà ñ ïîìîùüþ

2Äëÿ òîãî ÷òîáû èíòåãðàë
(c,d)∫
(a,b)

g dx+ h dy íå çàâèñåë îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ, ëåæàùåãî â îäíîñâÿçíîé îáëà-

ñòè D, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â îáëàñòè D âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå ∂g
∂y = ∂h

∂x .
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êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà

u(x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

du =

(x,y)∫
(x0,y0)

∂u(x̃, ỹ)

∂x̃
dx̃+

∂u(x̃, ỹ)

∂ỹ
dỹ =

(x,y)∫
(x0,y0)

∂v(x̃, ỹ)

∂ỹ
dx̃− ∂v(x̃, ỹ)

∂x̃
dỹ. (3.3)

Ïîäñòàâèì ôóíêöèþ v(x, y) = 2xy â (3.3) è âûáåðåì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ êàê íà ðèñóíêå 2.

Ðèñ. 2. Êîíòóð èíòåãðèðîâà-
íèÿ γ1 ∪ γ2.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

u(x, y) =

∫
γ1

2x̃ dx̃− 2ỹ dỹ +

∫
γ2

2x̃ dx̃− 2ỹ dỹ =

= 2

∫
γ1

x̃ dx̃− 2

∫
γ2

ỹ dỹ = 2

x∫
x0

x̃ dx̃− 2

y∫
y0

ỹ dỹ =

= x̃2
∣∣x
x0
− ỹ2

∣∣y
y0

= x2 − y2 + y2
0 − x2

0.

Îòñþäà

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) = x2 − y2 + 2ixy + C =

= (x+ iy)2 + C = z2 + C,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ. �

Îòâåò: f(z) = z2 + C, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðèìåðå 3.5 äëÿ ïåðåõîäà îò ïåðåìåííûõ x è y ê êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z
íåîáõîäèìî áûëî äîãàäàòüñÿ âûäåëèòü ïîëíûé êâàäðàò. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñäåëàòü ýòî áûëî íå
ñëîæíî, äëÿ äðóãèõ ïðèìåðîâ ïîäîáíûé ïåðåõîä ìîæåò îêàçàòüñÿ çíà÷èòåëüíî ìåíåå î÷åâèäíîé
ïðîöåäóðîé. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïèñàòü áîëåå êîðîòêóþ ïðîöåäóðó âîññòàíîâëåíèÿ ðåãóëÿðíîé
ôóíêöèè, íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.6 (Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü ôóíêöèè f(z) è g(z) ðåãóëÿðíû â îáëàñòè D è
èõ çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò íà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê an, ñõîäÿùåéñÿ ê âíóòðåííåé
òî÷êå a îáëàñòè D. Òîãäà ôóíêöèè f(z) è g(z) ñîâïàäàþò âñþäó â D.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â îáëàñòè D çàäàíà ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y)+ iv(x, y), è
îáëàñòü D ñîäåðæèò íåêîòîðûé èíòåðâàë (x0, x1) âåùåñòâåííîé îñè. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî
êîððåêòíî îïðåäåëåíà âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ g(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) äëÿ êîìïëåêñíûõ z.
Ýòî ïðåäïîëîæåíèå áóäåò âûïîëíåíî, åñëè ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèè f(z) è g(z) ñîâïàäàþò íà èíòåðâàëå (x0, x1) âåùåñòâåííîé îñè

f(z) = u(x, 0) + iv(x, 0) = g(z), ãäå z = x+ i0, x ∈ (x0, x1).

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.6, ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèè f(z) è g(z) ñîâïàäàþò âñþäó â D

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0), z ∈ D. (3.4)

Ôîðìóëà (3.4) ïîçâîëÿåò âîññòàíàâëèâàòü ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) ïî çíà÷åíèÿì åå âåùå-
ñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé íà âåùåñòâåííîé îñè. Ýòî, íàïðèìåð, îçíà÷àåò, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî
âû÷èñëèòü èíòåãðàë â ôîðìóëå (3.2) (èëè (3.3)) òîëüêî ïðè y = 0 è ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ
âîññòàíîâëåíèÿ f(z) ïî ôîðìóëå (3.4).
Ïðèâåäåì òåïåðü äëÿ óäîáñòâà ïëàí âîññòàíîâëåíèÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè f(z) ïî åå âåùå-

ñòâåííîé ÷àñòè u(x, y).

(1) Ïðîâåðÿåì, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y) ãàðìîíè÷åñêàÿ.
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(2) Íàõîäèì v(x, y) ïðè y = 0

v(x, 0) = −
x∫

x0

∂u(x̃, 0)

∂y
dx̃.

(3) Âîññòàíàâëèâàåì f(z) ïî ôîðìóëå (3.4).

Ïðèâåäåì òàêæå ïëàí âîññòàíîâëåíèÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè f(z) ïî åå ìíèìîé ÷àñòè v(x, y).

(1) Ïðîâåðÿåì, ÷òî ôóíêöèÿ v(x, y) ãàðìîíè÷åñêàÿ.
(2) Íàõîäèì u(x, y) ïðè y = 0

u(x, 0) =

x∫
x0

∂v(x̃, 0)

∂y
dx̃.

(3) Âîññòàíàâëèâàåì f(z) ïî ôîðìóëå (3.4).

Ïðèìåð 3.7. Âîññòàíîâèòü ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) ïî åå âåùåñòâåííîé ÷àñòè

u(x, y) = ex sin y.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå ïðîâîäèì â òðè øàãà.
Øàã 1: Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî u(x, y) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêî-

ñòè.
Øàã 2: Íàõîäèì ìíèìóþ ÷àñòü v(x, y) íà âåùåñòâåííîé îñè

∂u(x, y)

∂y
= ex cos y, v(x, 0) = −

x∫
x0

ex̃ dx̃ = − ex̃
∣∣x
x0

= −ex + ex0 . (3.5)

Âûðàæåíèå (3.5) óäîáíî ïåðåïèñàòü â âèäå

v(x, 0) = −ex + C,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Øàã 3: Íàõîäèì f(z) ïî ôîðìóëå (3.4)

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) = −iez + iC, C ∈ R.

Îòâåò: f(z) = −iez + iC, C ∈ R.
Ïðèìåð 3.8. Íàéòè ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) òàêóþ, ÷òî f(0) = 0 è åå ìíèìàÿ ÷àñòü ðàâíà
v(x, y) = (y cosx+ x sinx)e−y.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå ïðîâîäèì â òðè øàãà.
Øàã 1: Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî v(x, y) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

∂xv(x, y) = (−y sinx+ sinx+ x cosx)e−y, ∂2
xv(x, y) = (−y cosx+ 2 cosx− x sinx)e−y,

∂yv(x, y) = (cosx− y cosx− x sinx)e−y, ∂2
yv(x, y) = (−2 cosx+ y cosx+ x sinx)e−y.

Øàã 2: Íàõîäèì âåùåñòâåííóþ ÷àñòü u(x, y) íà âåùåñòâåííîé îñè

u(x, 0) =

x∫
0

(cos x̃− x̃ sin x̃) dx̃ =

x∫
0

cos x̃ dx̃+

x∫
0

x̃ d cos x̃ =

=

x∫
0

cos x̃ dx̃+ x̃ cos x̃

∣∣∣∣x
0

−
x∫

0

cos x̃ dx̃ = x cosx.
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Ìû ñðàçó âûáðàëè x0 = 0, ÷òîáû äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ f(0) = 0.
Øàã 3: Íàõîäèì f(z) ïî ôîðìóëå (3.4)

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) = z cos z + iz sin z = zeiz.

Îòâåò: f(z) = zeiz.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 3.9. Âîññòàíîâèòü ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) ïî åå ìíèìîé ÷àñòè v(x, y) = x3−3xy2.

Îòâåò: f(z) = iz3 + C, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Çàäà÷à 3.10. Íàéòè ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) òàêóþ, ÷òî f(0) = 1 è åå âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü
ðàâíà u(x, y) = chx cos y.

Îòâåò: f(z) = ch z.

Çàäà÷à 3.11. Âîññòàíîâèòü ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) òàêóþ, ÷òî f(1) = 0 è åå ìíèìàÿ
÷àñòü ðàâíà v(x, y) = ln(x2 + y2).

Îòâåò: f(z) = 2i ln z.

Çàäà÷à 3.12. Íàéòè ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) òàêóþ, ÷òî f(1) = 1 è åå âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü
ðàâíà u(x, y) = x

x2+y2 .

Îòâåò: f(z) = z−1.

Çàäà÷à 3.13. Íàéòè ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) òàêóþ, ÷òî f(0) = 2 è åå âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü

ðàâíà u(x, y) = xy + 2(y+1)
x2+(y+1)2 .

Îòâåò: f(z) = −i z2

2
+ 2i

z+i
.

Çàäà÷à 3.14. Íàéòè ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) òàêóþ, ÷òî f(0) = −i è åå âåùåñòâåííàÿ
÷àñòü ðàâíà u(x, y) = xy3 − x3y + 3x

x2+(y+3)2 .

Îòâåò: f(z) = i z
4

4
+ 3

z+3i
.

Çàäà÷à 3.15. Íàéòè ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) òàêóþ, ÷òî åå âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ðàâíà
u(x, y) = 2xy

(x2+y2)2 .

Îòâåò: f(z) = iz−2 + iC, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Çàäà÷à 3.16. Íàéòè ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) òàêóþ, ÷òî åå ìíèìàÿ ÷àñòü ðàâíà v(x, y) =
y3−3x2y
(x2+y2)3 .

Îòâåò: f(z) = z−3 + C, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Çàäà÷à 3.17. Íàéòè ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) òàêóþ, ÷òî f(0) = 1 + i
2
è åå ìíèìàÿ ÷àñòü

ðàâíà v(x, y) = (x+2) cos y+y sin y
(x+2)2+y2 ex − 6xy.

Îòâåò: f(z) = ez i
z+2
− 3z2 + 1.

Çàäà÷à 3.18. Íàéòè ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) òàêóþ, ÷òî f(0) = 1 è åå âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü
ðàâíà u(x, y) = e2xy cos(x2 − y2).

Îòâåò: f(z) = e−iz
2
.
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Çàäà÷à 3.19. Ïóñòü íà ìíèìîé îñè çàäàíû âåùåñòâåííàÿ u(0, y) è ìíèìàÿ v(0, y) ÷àñòè
ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè f(z). Êàê âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ f(z)?

Îòâåò: f(z) = u(0,−iz) + iv(0,−iz).

Çàäà÷à 3.20. Ãäå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.4 èñïîëüçóåòñÿ îäíîñâÿçíîñòü îáëàñòè D?

Çàäà÷à 3.21. Íàéòè ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) òàêóþ, ÷òî |f(z)| = ex
2−y2

.3

Îòâåò: f(z) = ez
2
eiψ, ãäå ψ � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Çàäà÷à 3.22. Íàéòè ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) òàêóþ, ÷òî |f(z)| = (x2 + y2)e−y.

Îòâåò: f(z) = z2eizeiψ, ãäå ψ � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Çàäà÷à 3.23. Íàéòè ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) òàêóþ, ÷òî f(0) = 0 è åå âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü
ðàâíà u(x, y) = r8 cos(8ϕ), ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû z.4

Îòâåò: f(z) = z8.

Çàäà÷à 3.24. Íàéòè ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) òàêóþ, ÷òî f(1) = 0 è åå âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü
ðàâíà u(x, y) = r ln r cosϕ− rϕ sinϕ, ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû z.

Îòâåò: f(z) = z ln z.

Çàäà÷à 3.25. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ðåãóëÿðíà â êðóãå |z| < 2, è f(z) = 1 − z ïðè Re(z) = 0.
Íàéäèòå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z = 1 + i è îáîñíóéòå ñâîé îòâåò.

Îòâåò: f(1 + i) = −i.

Çàäà÷à 3.26. Ôóíêöèÿ f(z) ðåãóëÿðíà â êðóãå |z− 1| < 1, è f(1/n) = 0 ïðè n ∈ N. Ñëåäóåò ëè
èç òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè, ÷òî f(z) ≡ 0? Îáîñíóéòå ñâîé îòâåò.

Îòâåò: Íåò. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, f(z) = sin π
z
.

3Ðàññìîòðèòå âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ g(z) = ln f(z).
4Âîñïîëüçóéòåñü ðåçóëüòàòîì çàäà÷è 2.20.
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4. Èíòåãðàë îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.
Òåîðåìà Êîøè.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü γ � êîíòóð â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå
a è çàêàí÷èâàåòñÿ â b. Ïóñòü f(z) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà êðèâîé γ. Èíòåãðàëîì
îò f(z) âäîëü êîíòóðà γ íàçûâàþò âåëè÷èíó∫

γ

f(z) dz
def
= lim

n→∞

n∑
k=1

f(ζk)(zk+1 − zk). (4.1)

Çäåñü z1 = a, z2, . . ., zn+1 = b � ïîñëåäîâàòåëüíûå òî÷êè, êîòîðûå ðàçáèâàþò êîíòóð γ íà n ÷à-
ñòåé, ζk � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ó÷àñòêå [zk, zk+1] êðèâîé γ, è ïðåäåë (4.1) áåðåòñÿ
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî max

k
|zk+1 − zk| → 0.

Èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó γ îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì
∮
γ

f(z) dz.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (4.1) ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü z = ζ(t) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå èíòåðâàëà [α, β]
âåùåñòâåííîé îñè íà êîíòóð γ, ïðè÷åì ζ(a) = α è ζ(b) = β. Òîãäà

∫
γ

f(z) dz =

β∫
α

f(ζ(t))ζ ′(t) dt.

Îòîáðàæåíèå z = ζ(t) íàçûâàþò ïàðàìåòðèçàöèåé êîíòóðà γ.

Ïðèìåð 4.3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∮
|z|=1

dz

z
,

ãäå êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ îáõîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ � îêðóæíîñòü, óäîáíî ïàðàìåòðèçîâàòü åãî óã-
ëîì ϕ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ z = eiϕ, ãäå ϕ ∈ [0, 2π). Îòñþäà

∮
|z|=1

dz

z
=

(
dz = deiϕ = ieiϕdϕ

)
=

2π∫
0

ieiϕdϕ

eiϕ
= i

2π∫
0

dϕ = 2πi. �

Îòâåò:
∮
|z|=1

dz
z

= 2πi.

Ïðèìåð 4.4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
γ

z̄ dz, ãäå êîíòóð γ � ëîìàíàÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿ-

þùàÿ òî÷êè −1, 1 è 1 + i.
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Ðåøåíèå. Ðàçáèâàÿ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íà äâà îòðåçêà γ1 = [−1, 1] è γ2 = [1, 1+i], ïîëó÷èì∫
γ

z̄ dz =

∫
γ1

z̄ dz +

∫
γ2

z̄ dz =

(
γ1 : z = x, x ∈ [−1, 1], γ2 : z = 1 + iy, y ∈ [0, 1]

)
=

=

1∫
−1

x dx+

1∫
0

(1− iy)i dy = 0 + i+
1

2
=

1

2
+ i. �

Îòâåò:
∫
γ

z̄ dz = 1
2

+ i.

Òåîðåìà 4.5 (Òåîðåìà Êîøè). Ïóñòü f(z) � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D.
Òîãäà äëÿ âñåõ êîíòóðîâ γ, ëåæàùèõ â îáëàñòè D è èìåþùèõ îáùèå êîíöû, èíòåãðàë

∫
γ
f(z) dz

èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå.

Ïðèìåð 4.6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫
γ

dz

z2
, (4.2)

ãäå êîíòóð γ � ëîìàíàÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè 1, −i, −1, i è 2, ñì. ðèñóíîê 3.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ 1
z2 ðåãóëÿðíà ïðè z 6= 0. Èç òåîðåìû 4.5 ñëåäóåò, ÷òî åñëè äåôîðìèðîâàòü

êîíòóð γ íå ïåðåñåêàÿ òî÷êè z = 0, òî çíà÷åíèå èíòåãðàëà (4.2) íå áóäåò ìåíÿòüñÿ. Ïðîäåôîð-
ìèðóåì êîíòóð γ â íîâûé êîíòóð γ̃ êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 4. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå èíòåãðàëà
(4.2) íå èçìåíèòñÿ.

Ðèñ. 3. Êîíòóð γ âûäåëåí êðàñíûì öâåòîì. Ðèñ. 4. Êîíòóð γ̃, ïîëó÷åííûé äåôîðìèðîâà-
íèåì êîíòóðà γ, âûäåëåí êðàñíûì öâåòîì.

Äàëåå, ðàçáèâàÿ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ γ̃ íà äâà γ̃1 = {z : |z| = 1} è γ̃2 = [1, 2], ïîëó÷èì∫
γ

dz

z2
=

∫
γ̃

dz

z2
=

∫
γ̃1

dz

z2
+

∫
γ̃2

dz

z2
=

(
γ̃1 : z = eiϕ, ϕ ∈ [2π, 0], γ̃2 : z = x, x ∈ [1, 2]

)
=

=

0∫
2π

ieiϕdϕ

e2iϕ
+

2∫
1

dx

x2
= i

0∫
2π

e−iϕdϕ− 1

x

∣∣∣∣2
1

= i
1

(−i)
e−iϕ

∣∣∣∣0
2π

+
1

2
=

1

2
.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû ó÷ëè, ÷òî e−2πi = 1. �
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Îòâåò:
∫
γ

dz
z2 = 1

2
.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 4.7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
γ

Re(z) dz, ãäå êîíòóð γ ñîåäèíÿåò òî÷êè 0 è 2 âäîëü âåðõ-

íåé äóãè îêðóæíîñòè |z − 1| = 1.

Îòâåò:
∫
γ

Re(z) dz = 2− π
2
i.

Çàäà÷à 4.8. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∮
|z|=3

dz
z3 , ãäå êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ îáõîäèòñÿ ïðîòèâ ÷à-

ñîâîé ñòðåëêè.

Îòâåò:
∮
|z|=3

dz
z3 = 0.

Çàäà÷à 4.9. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
γ

dz
z
, ãäå êîíòóð γ � ëîìàíàÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿþ-

ùàÿ òî÷êè i, 1, −i, −2 è 2i.

Îòâåò:
∫
γ

dz
z

= ln 2− 2πi.

Çàäà÷à 4.10. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
γ

|z|2+1
z

dz, ãäå êîíòóð γ � ëîìàíàÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî ñî-

åäèíÿþùàÿ òî÷êè 1, i, −1.

Îòâåò:
∫
γ

|z|2+1
z

dz = (2 + π)i.

Çàäà÷à 4.11. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
1+i∫
0

ez̄ dz.

Îòâåò:

Çàäà÷à 4.12. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
1+i∫
0

eRe z dz.

Îòâåò:
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5. 1-àÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà (çàäà÷è: 1, 2; 30 ìèíóò).

Êîììåíòàðèè ê çàäà÷å 1. Ñòóäåíò äîëæåí ïîíèìàòü ðàçíèöó ìåæäó äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòüþ â ñìûñëå âåùåñòâåííîãî è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, óìåòü âûïèñûâàòü óñëîâèÿ Êîøè-
Ðèìàíà (ïðè èõ ¾ðåøåíèè¿ íå äîëæíî âîçíèêàòü ñëîæíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé), à òàêæå âû÷èñ-
ëÿòü ïðîèçâîäíóþ â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Ìîæíî äàâàòü áîëåå ñëîæíûå ïðèìåðû íà
ñåìèíàðàõ, íî íå íóæíî âûíîñèòü ñëîæíûå èëè äëèííûå âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è íà êîíòðîëü-
íóþ.
Êîììåíòàðèè ê çàäà÷å 2. Ñòóäåíò äîëæåí âñïîìíèòü ïðî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòî-

ðîãî ðîäà è óìåòü ïðèìåíÿòü åãî äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è. Ó÷èòü ðåøàòü ìåòîäîì ïðÿìîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ (âíà÷àëå ïî x ñ äîáàâëåíèåì ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé çàâèñÿùåé îò y, à ïîòîì
ïî y) êðàéíå íå ðåêîìåíäóåòñÿ, ïîñêîëüêó îñíîâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàïîìèíàíèå ïðî êðèâîëè-
íåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà. Íå íóæíî äàâàòü ñëîæíûå âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è.

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �1.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü íà C çàäàíà ôóíêöèÿ

f(z) = 2xey + i(2y − x2), z = x+ iy.

Íàéòè

(1) ìíîæåñòâî Dr, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñëå âåùåñòâåííîãî àíà-
ëèçà;

(2) ìíîæåñòâî Dc, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëè-
çà;

(3) íà ìíîæåñòâå Dc ïðîèçâîäíóþ f ′ â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Îòâåò: Dr = C, Dc = {z | Im z = 0}, ∀ z ∈ Dc f
′(z) = 2− 2ix.

Çàäà÷à 2. Âîññòàíîâèòü ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) ïî åå ìíèìîé ÷àñòè

v(x, y) = x2 − y2 − ey sinx.

Îòâåò: f(z) = iz2 + e−iz + C, ãäå C ∈ R.
Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �1.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü íà C çàäàíà ôóíêöèÿ

f(z) =
2x

y + 1
+ i(2y + x2), z = x+ iy.

Íàéòè

(1) ìíîæåñòâî Dr, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñëå âåùåñòâåííîãî àíà-
ëèçà;

(2) ìíîæåñòâî Dc, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëè-
çà;

(3) íà ìíîæåñòâå Dc ïðîèçâîäíóþ f ′ â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Îòâåò: Dr = C \ {z | Im z = −1}, Dc = {z | Im z = 0}, ∀ z ∈ Dc f
′(z) = 2 + 2ix.

Çàäà÷à 2. Âîññòàíîâèòü ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z) ïî åå âåùåñòâåííîé ÷àñòè

u(x, y) = e−2xy cos(x2 − y2) + 3y.

Îòâåò: f(z) = eiz
2 − 3iz + iC, ãäå C ∈ R.
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6. Ðÿäû Òåéëîðà ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ñëåäñòâèé èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü f(z) � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ â êðóãå |z − z0| < R. Òîãäà ôóíêöèÿ f(z)
äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ñõîäÿùèéñÿ â ýòîì êðóãå ðÿä

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n. (6.1)

Ðàçëîæåíèå (6.1) åäèíñòâåííî. Ñòåïåííîé ðÿä (6.1) íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f(z)
â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = z0.

Òåîðåìà 6.2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0

1

1− z
=

∞∑
n=0

zn = 1 + z + z2 + . . . , |z| < 1, (6.2)

ez =
∞∑
n=0

1

n!
zn = 1 + z +

1

2
z2 + . . . , |z| <∞, (6.3)

sin z =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
z2n+1 = z − 1

6
z3 + . . . , |z| <∞,

cos z =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
z2n = 1− 1

2
z2 + . . . , |z| <∞,

sh z =
∞∑
n=0

1

(2n+ 1)!
z2n+1 = z +

1

6
z3 + . . . , |z| <∞,

ch z =
∞∑
n=0

1

(2n)!
z2n = 1 +

1

2
z2 + . . . , |z| <∞,

ln(1− z) = −
∞∑
n=1

1

n
zn = −z − 1

2
z2 − . . . , |z| < 1,

(1 + z)µ =
∞∑
n=0

µ(µ− 1) · · · (µ− n+ 1)

n!
zn = 1 + µz +

µ(µ− 1)

2
z2 + . . . , |z| < 1. (6.4)

Ïðè ýòîì äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé ln(1−z) è (1+z)µ èìåþòñÿ â âèäó âåòâè, ôèêñèðîâàííûå
ðàâåíñòâàìè ln(1− z) = 0 è (1 + z)µ = 1 ïðè z = 0.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 6.3. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì f (n)(0) ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè z = 0 ôóíêöèþ f(z) = 1

2−z è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Îòâåò: 1
2−z =

∞∑
n=0

zn

2n+1 , |z| < 2.

Çàäà÷à 6.4. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = z3 â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 1 è
óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Îòâåò: z3 = 1 + 3(z − 1) + 3(z − 1)2 + (z − 1)3, |z − 1| <∞.
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7. Íàõîæäåíèå íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà Òåéëîðà.

Ïðèìåð 7.1. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ

f(z) =
3− z

(1− 2z)(2 + z)

â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ f(z) ðåãóëÿðíà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ òî÷åê
z1 = 1

2
è z2 = −2. Èç òåîðåìû 6.1 ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà ñîâïàäàåò ñ

êðóãîì (ñ öåíòðîì â òî÷êå z = 0) ìàêñèìàëüíîãî ðàäèóñà, â êîòîðîì ôóíêöèÿ f(z) ðåãóëÿðíà.
Îòñþäà ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî ðÿä Òåéëîðà áóäåò ñõîäèòñÿ â êðóãå {z : |z| < 1

2
}.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè f(z), ðàçëîæèì åå íà ïðîñòåéøèå äðîáè

3− z
(1− 2z)(2 + z)

=
1

1− 2z
+

1

2 + z
. (7.1)

Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ðàçëîæåíèÿ èç òåîðåìû 6.2, ïîëó÷èì

1

1− 2z
=
∞∑
n=0

(2z)n =
∞∑
n=0

2nzn,

1

2 + z
=

1

2

1

1 + z
2

=
1

2

∞∑
n=0

(
−z

2

)n
=
∞∑
n=0

(−1)n

2n+1
zn.

Îòñþäà è èç (7.1) íàéäåì

3− z
(1− 2z)(2 + z)

=
∞∑
n=0

2nzn +
∞∑
n=0

(−1)n

2n+1
zn =

∞∑
n=0

(
2n +

(−1)n

2n+1

)
zn. �

Îòâåò: 3−z
(1−2z)(2+z)

=
∞∑
n=0

(
2n + (−1)n

2n+1

)
zn, |z| < 1

2
.

Ïðèìåð 7.2. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ

f(z) =
5− 2z − z2

(1 + z)(2− z)

â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 1 è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ f(z) ðåãóëÿðíà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ òî÷åê

Ðèñ. 5. Îáëàñòü |z−1|<1
âûäåëåíà êðàñíûì öâå-
òîì.

z1 = −1 è z2 = 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà
Òåéëîðà, äîñòàòî÷íî íàéòè êðóã ìàêñèìàëüíîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â
òî÷êå z = 1, íå ïåðåñåêàþùèé òî÷êè z = −1 è z = 2 (ñì. ïðèìåð 7.1).
Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè f(z) áóäåò ñõîäèòüñÿ â
îáëàñòè |z − 1| < 1, ñì. ðèñóíîê 5.
Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f(z) íà ïðîñòåéøèå äðîáè

5− 2z − z2

(1 + z)(2− z)
= 1− 1

2− z
+

2

1 + z
. (7.2)

Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ðàçëîæåíèÿ èç òåîðåìû 6.2, ïîëó÷èì

1

2− z
=

1

1− (z − 1)
=
∞∑
n=0

(z − 1)n,
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2

1 + z
=

2

2 + (z − 1)
=

1

1 + z−1
2

=
∞∑
n=0

(
−z − 1

2

)n
=
∞∑
n=0

(−1)n

2n
(z − 1)n.

Çäåñü ìû âûäåëèëè êîýôôèöèåíò (z−1), ïîñêîëüêó ðÿä Òåéëîðà íóæíî ïîñòðîèòü â îêðåñòíîñòè
òî÷êè5 z0 = 1. Îòñþäà è èç (7.2) íàéäåì

5− 2z − z2

(1 + z)(2− z)
= 1−

∞∑
n=0

(z − 1)n +
∞∑
n=0

(−1)n

2n
(z − 1)n.

Îòâåò: 5−2z−z2

(1+z)(2−z) = 1−
∞∑
n=0

(z − 1)n +
∞∑
n=0

(−1)n

2n
(z − 1)n, |z − 1| < 1.

Îïðåäåëåíèå 7.3. Çàïèñü

f(z) = O(g(z)) ïðè z → z0

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííàÿ C è îêðåñòíîñòü V òî÷êè z0 òàêèå, ÷òî

|f(z)| 6 C|g(z)| ïðè z ∈ V.

Ïðèìåð 7.4. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ
ez

1− z
â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 ñ òî÷íîñòüþ äî O(z3) è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè ðÿäà.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ ez

1−z èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó z = 1, ðàñïîëîæåííóþ íà ãðàíèöå
êðóãà |z| < 1. Ïîýòîìó åå ðÿä Òåéëîðà áóäåò ñõîäèòñÿ â êðóãå |z| < 1.
Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷èì

ez

1− z
=

(
1 + z +

1

2
z2 +O(z3)

)(
1 + z + z2 +O(z3)

)
= 1 + 2z +

5

2
z2 +O(z3). �

Îòâåò: ez

1−z = 1 + 2z + 5
2
z2 +O(z3), |z| < 1.

Ïðèìåð 7.5. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ sin(e2z) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 ñ òî÷-
íîñòüþ äî O(z3) è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ sin(e2z) ðåãóëÿðíà â C, à ñëåäîâàòåëüíî åå ðÿä Òåéëîðà ñõîäèòñÿ âî âñåé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷èì

sin
(
e2z
)

= sin
(
1 + 2z + 2z2 +O(z3)

)
=

= sin(1) cos
(
2z + 2z2 +O(z3)

)
+ cos(1) sin

(
2z + 2z2 +O(z3)

)
=

= sin(1)

(
1− 1

2
(2z + 2z2 +O(z3))2 +O(z4)

)
+ cos(1)

(
2z + 2z2 +O(z3) +O(z3)

)
=

= sin(1)
(
1− 2z2 +O(z3)

)
+ cos(1)

(
2z + 2z2 +O(z3)

)
=

= sin(1) + 2 cos(1)z + 2(cos(1)− sin(1))z2 +O(z3).

5×òîáû ýòîãî èçáåæàòü, è èñêàòü ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè íîëü, ìîæíî ïðåäâàðèòåëüíî ñäåëàòü ñäâèã
ζ = z − z0 (â äàííîì ïðèìåðå ζ = z − 1).
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Çàìåòèì, ÷òî áûëî áû íåïðàâèëüíî âî âòîðîì ðàâåíñòâå âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûì ðàç-
ëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà äëÿ ñèíóñà

sin
(
e2z
)

= sin
(
1 + 2z + 2z2 +O(z3)

)
= (1 + 2z + 2z2 +O(z3))−O(1 + 2z + 2z2 +O(z3))3 = O(1).

Ñêîëüêî áû ìû íè âûïèñàëè ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè ñèíóñà, ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí âñå ðàâíî áóäåò
îöåíèâàòüñÿ êàê O(1), è â âìåñòî ðÿäà Òåéëîðà ìû âñåãäà áóäåì ïîëó÷àòü ëèøü îöåíêó O(1). �

Îòâåò: sin (e2z) = sin(1) + 2 cos(1)z + 2(cos(1)− sin(1))z2 +O(z3), |z| <∞.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 7.6. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ 3−z2

(1+z)(2+z)
â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è

óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Îòâåò: 3−z2

(1+z)(2+z)
= −1 + 2

1+z
+ 1

2+z
= −1 +

∞∑
n=0

(−1)n
(
2 + 1

2n+1

)
zn, |z| < 1.

Çàäà÷à 7.7. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ z−2 â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = −1 è óêàçàòü
îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Îòâåò: z−2 =
∞∑
n=0

(n+ 1)(z + 1)n, |z + 1| < 1.

Çàäà÷à 7.8. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ ez(1 + z)10 â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 ñ
òî÷íîñòüþ äî O(z3) è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Îòâåò: ez(1 + z)10 = 1 + 11z + 111
2
z2 +O(z3), |z| < 1.

Çàäà÷à 7.9. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ (z+ cos(2z))−1 â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 ñ
òî÷íîñòüþ äî O(z3).

Îòâåò: 1
z+cos(2z)

= 1− z + 3z2 +O(z3).

Çàäà÷à 7.10. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ cos(cos(2z)) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 ñ
òî÷íîñòüþ äî O(z4) è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Îòâåò: cos(cos(2z)) = cos(1) + 2 sin(1)z2 +O(z4), |z| <∞.

Çàäà÷à 7.11. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ tg(sin(z)) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 ñ
òî÷íîñòüþ äî O(z5).

Îòâåò: tg(sin(z)) = z + 1
6
z3 +O(z5).

Çàäà÷à 7.12. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ ez ln z â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 1 ñ òî÷íî-
ñòüþ äî O((z − 1)4) è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Îòâåò: ez ln z = 1 + (z − 1) + (z − 1)2 + 1
2
(z − 1)3 +O((z − 1)4), |z − 1| < 1.
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8. Ðÿä Ëîðàíà. Ðÿäû Ëîðàíà ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü f(z) � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ â êîëüöå r < |z− z0| < R. Òîãäà ôóíêöèÿ f(z)
äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ñõîäÿùèéñÿ â ýòîì êîëüöå ðÿä

f(z) =
+∞∑

n=−∞

cn (z − z0)n, (8.1)

ãäå

cn =
1

2πi

∮
|z−z0|=ρ

f(z)

(z − z0)n+1
dz. (8.2)

Çäåñü ρ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî r < ρ < R è êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ îáõîäèòñÿ
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Äàííîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî. Ñòåïåííîé ðÿä (8.1) íàçûâàåòñÿ
ðÿäîì Ëîðàíà ôóíêöèè f(z) ñ öåíòðîì â òî÷êå z = z0.

Ïðèìåð 8.2. Óêàçàòü âñå îáëàñòè â êîòîðûõ ôóíêöèÿ 1
sin z

ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä
Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ 1
sin z

ðåãóëÿðíà â îáëàñòè C \ ∪n∈Z{πn}. Îòñþäà è èç òåîðåìû 8.1 ñëåäóåò,
÷òî ýòà ôóíêöèÿ äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà â ñëåäóþùèõ îáëàñòÿõ

0 < |z| < π, π < |z| < 2π, · · · , πn < |z| < π(n+ 1), · · · , (8.3)

Ðèñ. 6. Êðàñíûì öâåòîì âû-
äåëåíû ãðàíèöû îáëàñòåé,
çàäàííûõ â (8.3).

ñì. ðèñóíîê 6. Êàæäàÿ èç ýòèõ îáëàñòåé ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ìàê-
ñèìàëüíîãî ðàçìåðà, íå ñîäåðæàùèì îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè 1

sin z
.

Ïðè ýòîì â êàæäîé èç óêàçàííûõ îáëàñòåé ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ëî-
ðàíà áóäóò ðàçëè÷íûìè. �

Îòâåò: π(n− 1) < |z| < πn, ãäå n ∈ N.

Ïðèìåð 8.3. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ e
1
z2 â ðÿä Ëîðàíà â êîëüöå

0 < |z| <∞.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 1
|z2| <∞ â êîëüöå 0 < |z| <∞. Ïîýòîìó

ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûì ðàçëîæåíèåì (6.3) äëÿ
ýêñïîíåíòû

e
1
z2 =

∞∑
n=0

1

n!

1

z2n
, 0 < |z| <∞. �

Îòâåò: e
1
z2 =

∞∑
n=0

1
n!

1
z2n , ïðè 0 < |z| <∞.

Ïðèìåð 8.4. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ 1
1−z â ðÿä Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 âî âñåõ âîç-

ìîæíûõ îáëàñòÿõ.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ 1
1−z èìååò îäíó îñîáóþ òî÷êó z = 1, ïîýòîìó åå ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä

Ëîðàíà â äâóõ îáëàñòÿõ |z| < 1 è 1 < |z| < ∞. Åùå ðàç ïîâòîðèì, ÷òî ýòè îáëàñòè � êðóã è
êîëüöî ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0, êîòîðûå íå ñîäåðæàò îñîáûõ òî÷åê
ôóíêöèè 1

1−z . Ãðàíèöà æå ýòèõ îáëàñòåé äîëæíà ñîäåðæàòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíó îñîáóþ òî÷êó
èññëåäóåìîé ôóíêöèè.
Ðàçëîæèì ôóíêöèþ 1

1−z â ðÿä Ëîðàíà â îáëàñòè |z| < 1. Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ðÿä Ëîðàíà â
äàííîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ ðÿäîì Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
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òîãî ôàêòà, ÷òî ôóíêöèÿ 1
1−z ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå

ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷èì

1

1− z
=
∞∑
n=0

zn, |z| < 1.

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ 1
1−z â ðÿä Ëîðàíà â îáëàñòè |z| > 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ

ñòàíäàðòíûì ðàçëîæåíèåì (6.2), íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî âûäåëèòü ïàðàìåòð, êîòîðûé ïî
ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû. Òàêèì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ 1

z

1

1− z
=

1

z
(

1
z
− 1
) = −1

z

1

1− 1
z

= −1

z

∞∑
n=0

(
1

z

)n
= −

∞∑
n=0

1

zn+1
, |z| > 1. �

Îòâåò: 1
1−z =

∞∑
n=0

zn, ïðè |z| < 1; 1
1−z = −

∞∑
n=0

1
zn+1 ïðè |z| > 1.

Ìû ðàññìîòðåëè íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ, â êîòîðûõ îòûñêàíèå ðÿäîâ Ëîðàíà ñâîäè-
ëîñü ê ïðèìåíåíèþ ñòàíäàðòíûõ ðàçëîæåíèé èç òåîðåìû 6.2. Â îáùåì ñëó÷àå, íå ñìîòðÿ íà
ÿâíóþ ôîðìóëó (8.2) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ëîðàíà, ïîñòðîåíèå ýòîãî ðÿäà ìîæåò îêàçàòüñÿ
âåñüìà çàòðóäíèòåëüíîé çàäà÷åé. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ëîðàíà
ñóùåñòâóåò ðÿä ïðèåìîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìû ðàññìîòðèì íèæå.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 8.5. Ïóñòü çàäàíà ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ íàì óäîáíî çàïèñàòü â âèäå

R(z) =
anz

n + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0

(z − z1)n1(z − z2)n2 · · · (z − zk)nk
.

Çäåñü z1, · · · , zk � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, n � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî è
n1, · · · , nk � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå Ap, n, ÷òî

R(z) = G∞(z) +
k∑
p=1

Gp(z). (8.4)

Çäåñü Gp(z) � âêëàäû îò îñîáûõ òî÷åê zp è G∞(z) � âêëàä îò áåñêîíå÷íîñòè

Gp(z) =
Ap, 1
z − zp

+
Ap, 2

(z − zp)2 + · · ·+
Ap, np

(z − zp)np
,{

G∞(z) = 0, åñëè
∑k

p=1 nk > n,

G∞(z) = A∞, 0 + A∞, 1z + · · ·+ A∞, n∞z
n′ , åñëè n′ = n−

∑k
p=1 nk > 0,

Ðàçëîæåíèå (8.4) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì íà ïðîñòåéøèå äðîáè.

Çàìå÷àíèå 8.6. Â òåîðåìå 8.5 íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î òîì êàê íàõîäèòü ïîñòîÿííûå Ap, n.
Äëÿ òîãî ÷òîáû èõ îïðåäåëèòü, ìîæíî, íàïðèìåð, ïðèâåñòè âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (8.4)
ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è, äàëåå, ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ z â
÷èñëèòåëÿõ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (8.4), ïîëó÷èòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà êîýô-
ôèöèåíòû Ap, n. Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó, ìîæíî îïðåäåëèòü ïîñòîÿííûå Ap, n. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî ýòî íå ñàìûé êîðîòêèé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ Ap, n. Äðóãîé, áîëåå êî-
ðîòêèé ñïîñîá, áóäåò îïèñàí â ñëåäóþùåì ïðèìåðå.
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Ïðèìåð 8.7. Ðàçëîæèòü ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ

2z2 + 6z − 14

(z − 2)(z + 4)

íà ïðîñòåéøèå äðîáè.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå 8.5 ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå A, B è C òàêèå, ÷òî

2z2 + 6z − 14

(z − 2)(z + 4)
= A+

B

z − 2
+

C

z + 4
. (8.5)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííîé A, óñòðåìèì z ê áåñêîíå÷íîñòè â ðàâåíñòâå (8.5). Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì, ÷òî A = 2.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííîé B, äîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (8.5) íà (z− 2) è ïîñëå ýòîãî

ïîëîæèì z = 2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

B =
2z2 + 6z − 14

z + 4

∣∣∣∣
z=2

= 1.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííîé C, äîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (8.5) íà (z+ 4) è ïîñëå ýòîãî
ïîëîæèì z = −4. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

C =
2z2 + 6z − 14

z − 2

∣∣∣∣
z=−4

= 1.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïîñòîÿííûõ A, B è C â (8.5), ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàçëî-
æåíèå

2z2 + 6z − 14

(z − 2)(z + 4)
= 2 +

1

z − 2
+

1

z + 4
. �

Îòâåò: 2z2+6z−14
(z−2)(z+4)

= 2 + 1
z−2

+ 1
z+4

.

Ïðèìåð 8.8. Ðàçëîæèòü ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ 1
z2(z−1)

íà ïðîñòåéøèå äðîáè.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå 8.5 ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå A, B è C òàêèå, ÷òî

1

z2(z − 1)
=
A

z
+
B

z2
+

C

z − 1
. (8.6)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííîé C, äîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (8.6) íà (z − 1) è ïîñëå ýòîãî
ïîëîæèì z = 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

C =
1

z2

∣∣∣∣
z=1

= 1.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííîé B, äîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (8.6) íà z2 è ïîñëå ýòîãî
ïîëîæèì z = 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

B =
1

z − 1

∣∣∣∣
z=0

= −1.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííîé A, äîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (8.6) íà z è ïîñëå ýòîãî
óñòðåìèì z ê òî÷êå íîëü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

A =
1

z(z − 1)
− B

z

∣∣∣∣
z→0

=
1

z(z − 1)
+

1

z

∣∣∣∣
z→0

=
1

z − 1

∣∣∣∣
z→0

= −1.
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Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïîñòîÿííûõ A, B è C â (8.6), ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàçëî-
æåíèå. �

Îòâåò: 1
z2(z−1)

= −1
z
− 1

z2 + 1
z−1

.

Ïóñòü òåïåðü òðåáóåòñÿ ðàçëîæèòü íåêîòîðóþ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ R(z) â ðÿä Ëîðàíà ñ
öåíòðîì â òî÷êå z0 â êîëüöå r < |z − z0| < R, êîòîðîå, íàïîìíèì, íå äîëæíî ñîäåðæàòü îñîáûõ
òî÷åê ôóíêöèè R(z). Ïðèâåäåì ïëàí ïîñòðîåíèÿ ðÿäà Ëîðàíà â ýòîì ñëó÷àå.

(1) Ðàñêëàäûâàåì ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ R(z) íà ïðîñòåéøèå äðîáè.
(2) Äåëàåì ñäâèã z = ζ + z0. Ýòî ïîëåçíî ñäåëàòü, äëÿ òîãî ÷òîáû ñòðîèòü ðÿä Ëîðàíà ñ

öåíòðîì â òî÷êå íîëü.
(3) Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíîå ðàçëîæåíèå (6.2), ðàñêëàäûâàåì â ðÿä Ëîðàíà äðîáè

1

z − zp
=

1

ζ + z0 − zp
.

Ïðè ýòîì, åñëè |zp − z0| < r, òî | zp−z0
ζ
| < 1 è â êà÷åñòâå ìàëîãî ïàðàìåòðà íóæíî âçÿòü

zp−z0
ζ

. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò. å. ïðè |zp − z0| > R, ïîëó÷èì, ÷òî | ζ
zp−z0 | < 1 è ìàëûì

ïàðàìåòðîì áóäåò ζ
zp−z0 , ñì. ðèñóíîê 7. Äëÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ëîðàíà äðîáè 1

(z−zp)m
,

Ðèñ. 7. Òî÷êà z0 ïîìåùåíà â íà÷àëî êîîðäèíàò. Íà ëåâîé êàðòèíêå èçîáðàæåí ñëó÷àé |zp−z0| < r,
íà ïðàâîé � |zp − z0| > R.

íåîáõîäèìî m− 1 ðàç ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî z ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà äðîáè 1
z−zp .

(4) Ðàñêëàäûâàåì â ðÿä Ëîðàíà ôóíêöèþ G∞(z) = G∞(ζ + z0). Äëÿ äàííîé ôóíêöèè ðÿä
Ëîðàíà âûðîæäàåòñÿ â êîíå÷íûé ðÿä Òåéëîðà, ò. å. â ïîëèíîì.

(5) Âîçâðàùàåìñÿ ê ïåðåìåííîé z ïî ôîðìóëå ζ = z − z0.
◦ Îòâåò âûïèñûâàåì â âèäå ñóììû (8.4).

Ïðèìåð 8.9. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ

2z2 + 6z − 14

(z − 2)(z + 4)

â ðÿä Ëîðàíà â êîëüöå 2 < |z| < 4.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå ïðîâîäèì ñîãëàñíî íàøåìó ïëàíó.
Øàã 1: Ðàñêëàäûâàåì èññëåäóåìóþ ôóíêöèþ íà ïðîñòåéøèå äðîáè

2z2 + 6z − 14

(z − 2)(z + 4)
= 2 +

1

z − 2
+

1

z + 4
.
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Øàã 2: Öåíòðîì êîëüöà 2 < |z| < 4 ÿâëÿåòñÿ òî÷êà z0 = 0. Ïîýòîìó ñäâèã âûïîëíÿòü íå
íóæíî.
Øàã 3: Ðàñêëàäûâàåì â ðÿä Ëîðàíà ïðîñòåéøèå äðîáè

1

z − 2
=

1

z

1

1− 2
z

=
1

z

∞∑
n=0

(
2

z

)n
=
∞∑
n=0

2n

zn+1
,

1

z + 4
=

1

4

1

1 + z
4

=
1

4

∞∑
n=0

(
−z

4

)n
=
∞∑
n=0

(−1)n

4n+1
zn.

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî |2
z
| < 1 è | z

4
| < 1.

Ñîáèðàÿ ïîëó÷åííûå ôîðìóëû âìåñòå, íàéäåì

2z2 + 6z − 14

(z − 2)(z + 4)
= 2 +

∞∑
n=0

2n

zn+1
+
∞∑
n=0

zn

4n+1
. �

Îòâåò: 2z2+6z−14
(z−2)(z+4)

= 2 +
∞∑
n=0

2n

zn+1 +
∞∑
n=0

(−1)n

4n+1 z
n, 2 < |z| < 4.

Ïðèìåð 8.10. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ

z3 + 4z2 − 2z − 14

(z − 2)(z + 4)

â ðÿä Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 1 â êîëüöå, ñîäåðæàùåì òî÷êó z = 3 è óêàçàòü îáëàñòü
ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå ïðîâîäèì ñîãëàñíî íàøåìó ïëàíó.
Øàã 1: Ðàñêëàäûâàåì èññëåäóåìóþ ôóíêöèþ íà ïðîñòåéøèå äðîáè

z3 + 4z2 − 2z − 14

(z − 2)(z + 4)
= 2 + z +

1

z − 2
+

1

z + 4
.

Øàã 2: Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ðÿä Ëîðàíà òðåáóåòñÿ èñêàòü â êîëüöå 1 < |z − 1| < 5. Âûïîë-
íÿåì ñäâèã z = ζ + 1

z3 + 4z2 − 2z − 14

(z − 2)(z + 4)

∣∣∣
z=ζ+1

=

(
2 + z +

1

z − 2
+

1

z + 4

)
z=ζ+1

= 3 + ζ +
1

ζ − 1
+

1

ζ + 5
, 1 < |ζ| < 5.

Øàã 3: Ðàñêëàäûâàåì â ðÿä Ëîðàíà ïðîñòåéøèå äðîáè

1

ζ − 1
=

1

ζ

1

1− 1
ζ

=
∞∑
n=0

1

ζn+1
,

1

|ζ|
< 1,

1

ζ + 5
=

1

5

1

1 + ζ
5

=
∞∑
n=0

1

5n+1
ζn,

|ζ|
5
< 1.

Øàã 4: Ôóíêöèÿ G∞(z)|z=ζ+1 = 3 + ζ óæå ðàçëîæåíà â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ζ.
Øàã 5: Âîçâðàùàåìñÿ ê ïåðåìåííîé z ïî ôîðìóëå ζ = z − 1

z3 + 4z2 − 2z − 14

(z − 2)(z + 4)
= ζ + 3 +

1

ζ − 1
+

1

ζ + 5

∣∣∣∣
ζ=z−1

= ζ + 3 +
∞∑
n=0

1

ζn+1
+
∞∑
n=0

1

5n+1
ζn

∣∣∣∣∣
ζ=z−1

=

= (z − 1) + 3 +
∞∑
n=0

1

(z − 1)n+1
+
∞∑
n=0

1

5n+1
(z − 1)n, 1 < |z − 1| < 5. �
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Îòâåò: z3+4z2−2z−14
(z−2)(z+4)

= (z − 1) + 3 +
∞∑
n=0

1
(z−1)n+1 +

∞∑
n=0

(z−1)n

5n+1 , 1 < |z − 1| < 5.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 8.11. Óêàçàòü âñå îáëàñòè â êîòîðûõ ôóíêöèÿ sin z
z(z−1)(z−3)

ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â

ðÿä Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 1.

Îòâåò: 0 < |z − 1| < 1, 1 < |z − 1| < 2, 2 < |z − 1| <∞.

Çàäà÷à 8.12. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ sin
(

1
z−1

)
â ðÿä Ëîðàíà â êîëüöå 0 < |z − 1| <∞.

Îòâåò: sin
(

1
z−1

)
=
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+1)!
(z − 1)−2n−1, 0 < |z − 1| <∞.

Çàäà÷à 8.13. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ 3z2+3z−9
(z−1)(z+2)

â ðÿä Ëîðàíà â êîëüöå 1 < |z| < 2.

Îòâåò: 3z2+3z−9
(z−1)(z+2)

= 3− 1
z−1

+ 1
z+2

= 3−
∞∑
n=0

1
zn+1 +

∞∑
n=0

(−1)n

2n+1 z
n, 1 < |z| < 2.

Çàäà÷à 8.14. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ 2
z2+2z

â ðÿä Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 2 â êîëüöå,
ñîäåðæàùåì òî÷êó z = −1, è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Îòâåò: 2
z2+2z

= 1
z
− 1

z+2
=
∞∑
n=0

(−2)n

(z−2)n+1 −
∞∑
n=0

(−1)n(z−2)n

4n+1 , 2 < |z − 2| < 4.

Çàäà÷à 8.15. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ èç çàäà÷è 8.13 â ðÿä Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = −1 â
êîëüöå, ñîäåðæàùåì òî÷êó z = 1

2
, è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Îòâåò: 3z2+3z−9
(z−1)(z+2)

= 3− 1
z−1

+ 1
z+2

= 3 +
∞∑
n=0

(z+1)n

2n+1 +
∞∑
n=0

(−1)n

(z+1)n+1 , 1 < |z + 1| < 2.

Çàäà÷à 8.16. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ 2z2+6z+8
z2+4

â ðÿä Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = i â êîëüöå,
ñîäåðæàùåì òî÷êó z = −i, è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Îòâåò: 2z2+6z+8
z2+4

= 2 + 3
z−2i

+ 3
z+2i

= 2 + 3
∞∑
n=0

in

(z−i)n+1 + 3
∞∑
n=0

(−1)n(z−i)n
(3i)n+1 , 1 < |z − i| < 3.

Çàäà÷à 8.17. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ z4+2z3+2z2+4z+1
z(z+1)2 â ðÿä Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 1 â

êîëüöå, ñîäåðæàùåì òî÷êó z = −1
2
, è óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Îòâåò: z
4+2z3+2z2+4z+1

z(z+1)2 = z+ 1
z
+ 2

(z+1)2 = 1+(z−1)+
∞∑
n=0

(−1)n

(z−1)n+1 +
∞∑
n=0

(−1)n(n+1)(z−1)n

2n+1 , 1 < |z−1| < 2.
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9. Êëàññèôèêàöèÿ èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 9.1. Òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f(z), åñëè
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü 0 < |z − z0| < ρ (èëè ρ < |z| < ∞, åñëè z0 = ∞) ýòîé òî÷êè, â
êîòîðîé ôóíêöèÿ f(z) ðåãóëÿðíà.

Ïðèìåð 9.2. Íàéòè âñå èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè 1
sin z

.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ 1
sin z

èìååò îñîáåííîñòè â òî÷êàõ z = πn, ãäå n ∈ N è ïðè z =∞.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷åê z = πn ôóíêöèÿ 1

sin z
ðåãóëÿðíà, ïîýòîìó ýòî èçîëèðî-

âàííûå îñîáûå òî÷êè.
Ìû âèäèì, ÷òî îñîáûå òî÷êè z = πn íàêàïëèâàþòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîýòîìó íåâîçìîæíî

âûäåëèòü îêðåñòíîñòü ρ < |z| < ∞, â êîòîðîé ôóíêöèÿ 1
sin z

ðåãóëÿðíà. Òàêèì îáðàçîì, z = ∞
íåèçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà. �

Îòâåò: Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè: z = πn, n ∈ N; íåèçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà: z =∞.

Ðàçëè÷àþò òðè òèïà èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè â
îêðåñòíîñòè ýòèõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 9.3. Ïóñòü z0 � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(z).

(1) Åñëè ïðåäåë lim
z→z0

f(z) ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî z0 íàçûâàåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷-

êîé ôóíêöèè f(z).
(2) Åñëè ïðåäåë lim

z→z0
f(z) ñóùåñòâóåò è ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, òî òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ ïî-

ëþñîì ôóíêöèè f(z).
(3) Åñëè ïðåäåë lim

z→z0
f(z) íå ñóùåñòâóåò, òî z0 íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé

ôóíêöèè f(z).

Â îêðåñòíîñòè èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè z0 ôóíêöèÿ f(z) ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä
Ëîðàíà, ñì. òåîðåìó 8.1 íà ñòð. 26,

f(z) =
+∞∑

n=−∞

cn(z − z0)n, 0 < |z − z0| < ρ, ïðè z0 6=∞,

f(z) =
+∞∑

n=−∞

cnz
n, |z| > ρ, ïðè z0 =∞.

Îïðåäåëåíèå 9.4. Ãëàâíîé ÷àñòüþ ðÿäà Ëîðàíà íàçûâàåòñÿ ñóììà òåõ ÷ëåíîâ ýòîãî ðÿäà,
êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè z → z0. Ïðè z0 6= ∞ ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà
ñîñòîèò èç îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé (z − z0), à ïðè z0 =∞ èç ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé z.

Òåîðåìà 9.5.

(1) Äëÿ òîãî ÷òîáû z0 áûëà óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f(z), íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà f(z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ðàâíÿëàñü
íóëþ.

(2) Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà z0 áûëà ïîëþñîì ôóíêöèè f(z), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà f(z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ñîäåðæàëà ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî íåòðèâèàëüíûõ ÷ëåíîâ.

(3) Äëÿ òîãî ÷òîáû z0 áûëà ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f(z), íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà f(z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ñîäåðæàëà
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåòðèâèàëüíûõ ÷ëåíîâ.
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Îïðåäåëåíèå 9.6. Òî÷êà z0 6= ∞, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé ôóíêöèÿ f(z) ðåãóëÿðíà, íàçûâà-
åòñÿ íóëåì ôóíêöèè f(z) ïîðÿäêà m > 1, åñëè åå ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 èìååò
âèä

f(z) = cm(z − z0)m + cm+1(z − z0)m+1 + · · · ,
ãäå cm 6= 0.
Òî÷êà z0 = ∞, â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè êîòîðîé ôóíêöèÿ f(z) ðåãóëÿðíà, íàçûâàåòñÿ

íóëåì ïîðÿäêà m > 1, åñëè åå ðÿä Ëîðàíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 èìååò âèä

f(z) =
c−m
zm

+
c−m−1

zm+1
+ · · · ,

ãäå c−m 6= 0.
Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) èìååò â òî÷êå z0 ïîëþñ ïîðÿäêà m, åñëè ôóíêöèÿ

1
f(z)

èìååò â

ýòîé òî÷êå íîëü ïîðÿäêà m.

Ïðèìåð 9.7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(z) = (z − z0)mϕ(z),

ãäå z0 6=∞, m ∈ Z, ôóíêöèÿ ϕ(z) ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 è ϕ(z0) 6= 0.

(1) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè m > 0, òî ôóíêöèÿ f(z) èìååò â òî÷êå z0 íîëü ïîðÿäêà m.
(2) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè m < 0, òî ôóíêöèÿ f(z) èìååò â òî÷êå z0 ïîëþñ ïîðÿäêà |m|.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Òàê êàê ôóíêöèÿ ϕ(z) ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè z0, òî îíà ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä Òåéëîðà

ϕ(z) =
∞∑
n=0

dn (z − z0)n, d0 = ϕ(z0) 6= 0.

Îòñþäà

f(z) = (z − z0)mϕ(z) =
∞∑
n=0

dn (z − z0)n+m = d0 (z − z0)m + d1 (z − z0)m+1 + · · · .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü âñïîìíèòü, ÷òî d0 6= 0 è âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì 9.6.
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Òàê êàê ϕ(z0) 6= 0, òî ôóíêöèÿ 1

ϕ(z)
ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 (ñì. òåîðåìó 2.10) è ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä Òåéëîðà

1

ϕ(z)
=
∞∑
n=0

qn (z − z0)n, q0 =
1

ϕ(z0)
6= 0.

Îòñþäà

1

f(z)
= (z − z0)−m

1

ϕ(z)
= (z − z0)|m|

∞∑
n=0

qn (z − z0)n =
∞∑
n=0

qn (z − z0)n+|m| =

= q0 (z − z0)|m| + q1 (z − z0)|m|+1 + · · · .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü âñïîìíèòü, ÷òî q0 6= 0 è âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì 9.6. �

Ïðèìåð 9.8. Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè è íóëè ôóíêöèè f(z) = 2
z2−1

è óêàçàòü èõ òèï.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ èìååò òðè èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè z = −1, 1,∞. Ïåðåïèøåì ôóíê-
öèþ f(z) â âèäå

f(z) =
2

z2 − 1
=

2

(z − 1)(z + 1)
.
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Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåðà (9.7) ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî òî÷êè z = −1, 1 � ïîëþñà ïåðâîãî
ïîðÿäêà.
Âìåñòå ñ òåì, ïðè áîëüøèõ z ôóíêöèÿ f(z) âåäåò ñåáÿ êàê 2

z2 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åå ðÿä
Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè z =∞ èìååò âèä

f(z) =
2

z2
+
c−4

z4
+ · · · .

Ïîýòîìó z =∞ � íîëü âòîðîãî ïîðÿäêà. �

Îòâåò: z = −1, 1 � ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà; z =∞ � íîëü âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 9.9. Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè

f(z) =
z

1− cos (z2)
(9.1)

è óêàçàòü èõ òèï.

Ðåøåíèå. Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) ðàñïîëàãàþòñÿ â íóëÿõ ôóíêöèè 1 − cos (z2) è íà áåñ-
êîíå÷íîñòè. Íàéäåì íóëè ôóíêöèè 1− cos (z2)

cos (z2) = 1⇐⇒ z2 = 2πn, n ∈ Z⇐⇒


z = 0,

z = ±
√

2πk, k ∈ N,
z = ±i

√
2πk, k ∈ N.

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0

1− cos (z2) = 1−
(

1− z4

2
+O(z8)

)
=
z4

2
+ · · · .

f(z) =
z

1− cos (z2)
=

2z

z4 +O(z8)
=

1

z3

2

1 +O(z4)
.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà z = 0 � ïîëþñ òðåòüåãî ïîðÿäêà.
Â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê z∗ = ±

√
2πk, ±i

√
2πk, ãäå k ∈ N ôóíêöèþ 1− cos (z2) ðàñêëàäûâàòü â

ðÿä Òåéëîðà íåóäîáíî. Ïðîùå âû÷èñëèòü íåñêîëüêî ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ(
1− cos (z2)

)′∣∣∣
z=z∗

= 2z sin z2
∣∣∣
z=z∗

= 0,

(
1− cos (z2)

)′′∣∣∣
z=z∗

= 2 sin (z2) + 4z2 cos (z2)
∣∣∣
z=z∗

= 4z2
∗ 6= 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè 1 − cos (z2) Â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê z∗ íà÷èíàåòñÿ ñî
âòîðîé ñòåïåíè (ñì. òåîðåìó 6.1). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëèòåëü â (9.1) ïðè z = z∗ íå îáðàùàåòñÿ â

íîëü ïîëó÷èì, ÷òî òî÷êè z = ±
√

2πk, ±i
√

2πk, ãäå k ∈ N ïîëþñà âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ïîñêîëüêó îñîáûå òî÷êè íàêàïëèâàþòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, òî z = ∞ � íåèçîëèðîâàííàÿ

îñîáàÿ òî÷êà. �

Îòâåò: z = 0 � ïîëþñ òðåòüåãî ïîðÿäêà; z = ±
√

2πk, ±i
√

2πk, ãäå k ∈ N � ïîëþñà âòîðîãî
ïîðÿäêà; z =∞ � íåèçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà.

Ïðèìåð 9.10. Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè

f(z) =
1

z3
sin

z

z + 1
è óêàçàòü èõ òèï.
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Ðåøåíèå. Ó ôóíêöèè f(z) òðè èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè: z = −1, 0,∞. Â òî÷êå z = 0 ó
ôóíêöèè sin z

z+1
íîëü ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîñêîëüêó(

sin
z

z + 1

)′
z=0

= cos

(
z

z + 1

)
z + 1− z
(z + 1)2

∣∣∣∣
z=0

= 1 6= 0.

Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî ó ôóíêöèè 1
z3 â íóëå ïîëþñ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñëåäóåò, ÷òî ó f(z) òî÷êà

z = 0 � ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ïðè z → −1 âäîëü âåùåñòâåííîé îñè ôóíêöèÿ sin z

z+1
îñöèëëèðóåò, à ïîòîìó íå èìååò ïðåäåëà.

Ýòî æå êàñàåòñÿ è ôóíêöèè f(z). Ïîýòîìó z = −1 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà.
Ïðè z →∞ ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
z→∞

1

z3
sin

z

z + 1
= lim

z→∞

1

z3
lim
z→∞

sin
z

z + 1
= lim

z→∞

1

z3
sin 1 = 0.

Ïîýòîìó z =∞ � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà. �

Îòâåò: z = 0 � ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà; z = −1 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà; z =∞ � óñòðàíèìàÿ
îñîáàÿ òî÷êà.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 9.11. Íàéòè âñå íóëè ôóíêöèè sin (z4) è óêàçàòü èõ òèï.

Îòâåò: z = 0 � íîëü ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà; z = ± 4
√
πn, ±i 4

√
πn, n ∈ N � íóëè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Çàäà÷à 9.12. Îïðåäåëèòü ïîðÿäîê íóëÿ ôóíêöèè cos (sin z)− 1 â òî÷êå z = 0.

Îòâåò: Íîëü âòîðîãî ïîðÿäêà.

Çàäà÷à 9.13. Îïðåäåëèòü ïîðÿäîê íóëÿ ôóíêöèè sin2 (ez − z − cos z) â òî÷êå z = 0.

Îòâåò: Íîëü ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

Çàäà÷à 9.14. Îïðåäåëèòü òèï îñîáåííîñòè ôóíêöèè
(
z3 − sin3 z

)−2
â òî÷êå z = 0.

Îòâåò: Ïîëþñ 10-ãî ïîðÿäêà.

Çàäà÷à 9.15. Îïðåäåëèòü òèï îñîáåííîñòè ôóíêöèè (1− cos(2z)− 2z sin z)−3 â òî÷êå z = 0.

Îòâåò: Ïîëþñ 12-ãî ïîðÿäêà.

Çàäà÷à 9.16. Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè è íóëè ôóíêöèè z−1
z4−16

è óêàçàòü èõ òèï.

Îòâåò: z = 1 � íîëü ïåðâîãî ïîðÿäêà; z = ±2, ±2i � ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà; z = ∞ �
óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà (íîëü òðåòüåãî ïîðÿäêà).

Çàäà÷à 9.17. Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè è íóëè ôóíêöèè sin
(
z−1
z+1

)
è óêàçàòü èõ òèï.

Îòâåò: z = 1+πn
1−πn , n ∈ Z � íóëè ïåðâîãî ïîðÿäêà; z = −1 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà; z = ∞ �

óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà (íå íîëü è íå ïîëþñ).

Çàäà÷à 9.18. Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè 1

1−ez2
è óêàçàòü èõ òèï.

Îòâåò: z = 0 � ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà; z = ±
√

2πin, n ∈ N � ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà; z = ∞
� íåèçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà.

Çàäà÷à 9.19. Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè e
1

1−z

(1−ez) sin z
è óêàçàòü èõ òèï.
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Îòâåò: z = 0 � ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà; z = ±πn,±2iπn, n ∈ N � ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà; z = 1
� ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà; z =∞ � íåèçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà.

Çàäà÷à 9.20. Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè e
1
z+1

sin(z2)(1−ez)
è óêàçàòü èõ òèï.

Îòâåò: z = −1 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà; z = 0 � ïîëþñ òðåòüåãî ïîðÿäêà; z = ±2πin, ±
√
πn,

±i
√
πn, ãäå n ∈ N � ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà; z =∞ � íåèçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà.

Çàäà÷à 9.21. Íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè 1
(z+z2) cos π

2+z2
è óêàçàòü èõ òèï.

Îòâåò: z = 0 � ïîëþñ òðåòüåãî ïîðÿäêà; z = −1, ±i
√

2− 2
2n+1

, ãäå n ∈ Z\{0} � ïîëþñà ïåðâîãî
ïîðÿäêà; z = ±i

√
2 � íåèçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè; z =∞ � íîëü âòîðîãî ïîðÿäêà.
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10. Íàõîæäåíèå ãëàâíîé ÷àñòè ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè â
îêðåñòíîñòè åå ïîëþñà.

Ïðèìåð 10.1. Íàéòè ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè

ez

z sin z
â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíûìè ðàçëîæåíèÿìè â ðÿäû Òåéëîðà

ez

z sin z
=

1 + z +O(z2)

z(z +O(z3))
=

1

z2

1 + z +O(z2)

(1 +O(z2))
=

1

z2
(1 + z +O(z2))(1 +O(z2)) =

=
1

z2
(1 + z +O(z2)) =

1

z2
+

1

z
+O(1). �

Îòâåò: 1
z2 + 1

z
.

Ïðèìåð 10.2. Íàéòè ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè

sin z

z2(1− e2z)2

â îêðåñòíîñòè z = 0.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíûìè ðàçëîæåíèÿìè â ðÿäû Òåéëîðà

sin z

z2(1− e2z)2
=

z − 1
6
z3 +O(z5)

z2
(
1− 1− 2z − 2z2 − 4

3
z3 +O(z4)

)2 =
1− 1

6
z2 +O(z4)

z
(
2z + 2z2 + 4

3
z3 +O(z4)

)2 =

=
1− 1

6
z2 +O(z4)

4z3
(
1 + z + 2

3
z2 +O(z3)

)2 =
1− 1

6
z2 +O(z4)

4z3
(
1 + 2z + 7

3
z2 +O(z3)

) =

=
1− 1

6
z2 +O(z4)

4z3

(
1−

(
2z +

7

3
z2 +O(z3)

)
+

(
2z +

7

3
z2 +O(z3)

)2

+O(z3)

)
=

=
1

4z3

(
1− 1

6
z2 +O(z4)

)(
1− 2z +

5

3
z2 +O(z3)

)
=

1

4z3

(
1− 2z +

3

2
z2 +O(z3)

)
=

=
1

4z3
− 1

2z2
+

3

8z
+O(1). �

Îòâåò: 1
4z3 − 1

2z2 + 3
8z
.

Ïðèìåð 10.3. Íàéòè ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè 1
sin(πz)

â îêðåñòíîñòè âñåõ åå èçî-

ëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê.

Ðåøåíèå. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè èìåþò âèä z = n, ãäå n ∈ Z. Âñå ýòè òî÷êè � ïîëþñà
ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ sin(πz) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = n

sin(πz) = sin(πz)
∣∣∣
z=n

+ (sin(πz))′
∣∣∣
z=n

(z − n) +O((z − n)2) =

= π cos(πn)(z − n) +O((z − n)2) = (−1)nπ(z − n) +O((z − n)2).

Îòñþäà
1

sin(πz)
=

1

(−1)nπ(z − n)

1

1 +O(z − n)
=

1

(−1)nπ(z − n)
+O(1). �
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Îòâåò: Â îêðåñòíîñòè ïîëþñà z = n ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà èìååò âèä 1
(−1)nπ(z−n)

.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 10.4. Íàéòè ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè sin z
cos z−cos 2

â îêðåñòíîñòè z = 2.

Îòâåò: − 1
z−2

.

Çàäà÷à 10.5. Íàéòè ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè 2−z
sin(ez−1)

â îêðåñòíîñòè z = 0.

Îòâåò: 2
z
.

Çàäà÷à 10.6. Íàéòè ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè 2+z2

(z−1)2 â îêðåñòíîñòè z = 1.

Îòâåò: 3
(z−1)2 + 2

z−1
.

Çàäà÷à 10.7. Íàéòè ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè 1+z
z ln z

â îêðåñòíîñòè z = 1.

Îòâåò: 2
z−1

.

Çàäà÷à 10.8. Íàéòè ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè ez ctg2 z â îêðåñòíîñòè z = 0.

Îòâåò: 1
z2 + 1

z
.

Çàäà÷à 10.9. Íàéòè ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè 1+z
(1−z)(1−cos z)

â îêðåñòíîñòè z = 0.

Îòâåò: 2
z2 + 4

z
.

Çàäà÷à 10.10. Íàéòè ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè e2z

arcsin z sin z
â îêðåñòíîñòè z = 0.

Îòâåò: 1
z2 + 2

z
.

Çàäà÷à 10.11. Íàéòè ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè ez

e2z+ez−2−3z
â îêðåñòíîñòè z = 0.

Îòâåò: 2
5z2 + 4

25z
.

Çàäà÷à 10.12. Íàéòè ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè z
(z2+2z−3)2 â îêðåñòíîñòè z = 1.

Îòâåò: 1
32(z−1)2 + 1

16(z−1)
.

Çàäà÷à 10.13. Íàéòè ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè 1+z
ez−cos z−sin z

â îêðåñòíîñòè z = 0.

Îòâåò: 1
z2 + 2

3z
.

Çàäà÷à 10.14. Íàéòè ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè 1+3z
z3(1−2z)

â îêðåñòíîñòè z = 0.

Îòâåò: 1
z3 + 5

z2 + 10
z
.

Çàäà÷à 10.15. Íàéòè ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè 1+z
(1−zez)(z−sin z)

â îêðåñòíîñòè z = 0.

Îòâåò: 6
z3 + 12

z2 + 183
10z
.
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11. 2-àÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà (çàäà÷è: 3, 4; 30 ìèíóò).

Êîììåíòàðèè ê çàäà÷å 3. Ñòóäåíò äîëæåí óìåòü óêàçûâàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà
Ëîðàíà ïî ôóíêöèè, ðàñêëàäûâàòü ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ íà ïðîñòåéøèå äðîáè, óìåòü ðàñ-
êëàäûâàòü ïðîñòåéøèå äðîáè â ðÿä Ëîðàíà. Íà êîíòðîëüíóþ íóæíî âûíîñèòü ðàöèîíàëüíûå
ôóíêöèè ñ äâóìÿ ïîëþñàìè â C è óñòðàíèìîé îñîáåííîñòüþ íà áåñêîíå÷íîñòè.
Êîììåíòàðèè ê çàäà÷å 4. Ñòóäåíò äîëæåí óìåòü ðàñêëàäûâàòü ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà.

Îñîáåííî ñòîèò ïîâòîðèòü êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëó Òåéëîðà (f(z) = f(z0)+f ′(z0)(z−z0)+. . .), áåç
íåå ìíîãèå çàäà÷è ñòàíîâÿòñÿ òðóäíûìè (ñòóäåíòû íå âñåãäà çíàþò êàê ïðèìåíèòü êëàññè÷åñêèå
ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, åñëè íåîáõîäèìî ñòðîèòü ðàçëîæåíèå íå â îêðåñòíîñòè
íóëÿ). Ñòóäåíò äîëæåí óìåòü ïðèìåíÿòü ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Òåéëîðà äëÿ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè
â ðÿä Ëîðàíà è, â òîì ÷èñëå, ïðàâèëüíî ïèñàòü îöåíêó äëÿ îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ. Íà êîíòðîëüíóþ
íå ñòîèò âûíîñèòü ïîëþñû âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �2.

Çàäà÷à 3. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ
z2 − 2

(z − 1)(z − 2)
â ðÿä Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = −1 â îáëàñòè ñîäåðæàùåé òî÷êó z = 1.5 è óêàçàòü îáëàñòü
ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Îòâåò: z2−2
(z−1)(z−2)

= 1 + 1
z−1

+ 2
z−2

= 1 +
∞∑
n=0

2n

(z+1)n+1 + 2
∞∑
n=0

(z+1)n

3n+1 , ãäå 2 < |z + 1| < 3.

Çàäà÷à 4. Íàéòè ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè

z + 1

(ez − e)2

â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 1.

Îòâåò: 2
e2(z−1)2 − 1

e2(z−1)
.

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �2.

Çàäà÷à 3. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ
3− z2

z2 + 3iz
â ðÿä Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 4 â îáëàñòè ñîäåðæàùåé òî÷êó z = i è óêàçàòü îáëàñòü
ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Îòâåò: 3−z2

z2+3iz
= −1− i

z
+ 4i

z+3i
= −1− i

∞∑
n=0

(−4)n

(z−4)n+1 + 4i
∞∑
n=0

(−1)n(z−4)n

(4+3i)n+1 , ãäå 4 < |z − 4| < 5.

Çàäà÷à 4. Íàéòè ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè( z

ln z

)2

â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 1, ãäå ïîä ln z ïîíèìàåòñÿ âåòâü, ðåãóëÿðíàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè
z0 = 1, è, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ln 1 = 0.

Îòâåò: 1
(z−1)2 + 3

z−1
.
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12. Âû÷èñëåíèå âû÷åòîâ ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïóñòü z0 � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(z) è åå ðàçëîæåíèå â
ðÿä Ëîðàíà â âûêîëîòîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè èìååò âèä

f(z) =
+∞∑

n=−∞

cn (z − z0)n, åñëè z0 6=∞,

f(z) =
+∞∑

n=−∞

cn z
n, åñëè z0 =∞.

Âû÷åòîì ôóíêöèè f(z) â èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êå z0 íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

res
z=z0

f(z) = c−1, åñëè z0 6=∞,

res
z=∞

f(z) = −c−1, åñëè z0 =∞.

Ïðèìåð 12.2. Íàéòè âû÷åò ôóíêöèè z
1−cos z

â íóëå.

Ðåøåíèå. Íàéäåì ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà

z

1− cos z
=

z
1
2
z2 +O(z4)

=
2

z

1

1 +O(z2)
=

2

z
+O(z).

Îòñþäà

res
z=0

(
z

1− cos z

)
= 2. �

Îòâåò: res
z=0

(
z

1−cos z

)
= 2.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòà â ïîëþñå ôóíêöèè ìîæåò áûòü ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 12.3.

(1) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ïðåäñòàâèìà â âèäå f(z) = ϕ(z)
ψ(z)

, ãäå ôóíêöèè ϕ(z) è ψ(z) ðåãóëÿðíû

â òî÷êå z0 6=∞ è z0 � íîëü ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè ψ(z). Òîãäà

res
z=z0

f(z) =
ϕ(z0)

ψ′(z0)
.

(2) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ïðåäñòàâèìà â âèäå f(z) = (z − z0)−mϕ(z), ãäå ôóíêöèÿ ϕ(z) ðåãó-
ëÿðíà â òî÷êå z0 6=∞. Òîãäà

res
z=z0

f(z) =
1

(m− 1)!
ϕ(m−1)(z0).

Ïðèìåð 12.4. Íàéòè âû÷åò

res
z=1

1 + z

z(z2 − 1)
.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïóíêòîì (1) òåîðåìû 12.3, ïîëàãàÿ ϕ(z) = 1+z
z

è ψ(z) = z2 − 1,

res
z=1

1 + z

z(z2 − 1)
=

1 + z

z(z2 − 1)′

∣∣∣∣
z=1

=
1 + z

2z2

∣∣∣∣
z=1

= 1. �

Îòâåò: res
z=1

1+z
z(z2−1)

= 1.
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Ïðèìåð 12.5. Íàéòè âû÷åò

res
z=0

ez

sin(2z)(1 + z2)
.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïóíêòîì (1) òåîðåìû 12.3, ïîëàãàÿ ϕ(z) = ez

1+z2 è ψ(z) = sin(2z),

res
z=0

ez

sin(2z)(1 + z2)
=

ez

(1 + z2)(sin(2z))′

∣∣∣∣
z=0

=
1

2 cos(2z)

∣∣∣∣
z=0

=
1

2
. �

Îòâåò: res
z=0

ez

sin(2z)(1+z2)
= 1

2
.

Ïðèìåð 12.6. Íàéòè âû÷åò

res
z=0

e2z

z3
.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïóíêòîì (2) òåîðåìû 12.3, ïîëàãàÿ m = 3,

res
z=0

e2z

z3
=

1

2
(e2z)′′

∣∣
z=0

= 2 e2z
∣∣
z=0

= 2. �

Îòâåò: res
z=0

e2z

z3 = 2.

Ïðèìåð 12.7. Íàéòè âû÷åò

res
z=i

z

(z2 + 1)2
.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïóíêòîì (2) òåîðåìû 12.3, ïîëàãàÿ m = 2,

res
z=i

z

(z2 + 1)2
=

(
z

(z + i)2

)′∣∣∣∣
z=i

=
(z + i)2 − 2z(z + i)

(z + i)4

∣∣∣∣
z=i

=
−4 + 4

16
= 0. �

Îòâåò: res
z=i

z
(z2+1)2 = 0.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòà íà áåñêîíå÷íîñòè ìîæåò áûòü ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 12.8. Ïóñòü z =∞ � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(z). Òîãäà

res
z=∞

f(z) = lim
z→∞

z(f(∞)− f(z)).

Ïðèìåð 12.9. Íàéòè âû÷åò

res
z=∞

z

1 + z2
.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 12.8

res
z=∞

z

1 + z2
= lim

z→∞
z

(
0− z

1 + z2

)
= − lim

z→∞

z2

1 + z2
= −1. �

Îòâåò: res
z=∞

z
1+z2 = −1.

Èíîãäà, äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòà óäîáíåå íàéòè íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà Ëîðàíà.

Ïðèìåð 12.10. Íàéòè âû÷åò

res
z=∞

z cos

(
z

1 + z2

)
.
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Ðåøåíèå. Íàéäåì íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z =∞

z cos

(
z

1 + z2

)
= z cos

(
1

z

1

1 + z−2

)
= z cos

(
1

z

(
1− z−2 +O(z−4)

))
=

= z cos
(
z−1 +O(z−3)

)
= z

(
1− 1

2

(
z−1 +O(z−3)

)2
+O(z−4)

)
= z − 1

2z
+O

(
1

z3

)
.

Îòñþäà

res
z=∞

z cos

(
z

1 + z2

)
=

1

2
. �

Îòâåò: res
z=∞

z cos
(

z
1+z2

)
= 1

2
.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 12.11. Íàéòè âû÷åò res
z=−1

1
1+z3 .

Îòâåò: res
z=−1

1
1+z3 = 1

3
.

Çàäà÷à 12.12. Íàéòè âû÷åò res
z=0

1−z
(1−ez)(1+z)5 cos z

.

Îòâåò: res
z=0

1−z
(1−ez)(1+z)5 cos z

= −1.

Çàäà÷à 12.13. Íàéòè âû÷åò res
z=1

sin z
cos z−cos 1

.

Îòâåò: res
z=1

sin z
cos z−cos 1

= −1.

Çàäà÷à 12.14. Íàéòè âû÷åò res
z=π

4

cos z
2 sin2 z−1

.

Îòâåò: res
z=π

4

cos z
2 sin2 z−1

= 1
2
√

2
.

Çàäà÷à 12.15. Íàéòè âû÷åò res
z=−π

4

ez

tg2 z−1
.

Îòâåò: res
z=−π

4

ez

tg2 z−1
= −1

4
e−

π
4 .

Çàäà÷à 12.16. Íàéòè âû÷åò res
z=0

3−z
tg(ez−1)

.

Îòâåò: res
z=0

3−z
tg(ez−1)

= 3.

Çàäà÷à 12.17. Íàéòè âû÷åò res
z=1

sin z
(ez−1)3 .

Îòâåò: res
z=1

sin z
(ez−1)3 = −3

2
.

Çàäà÷à 12.18. Íàéòè âû÷åò res
z=−1

sin(z−1)
(z+1)3 .

Îòâåò: res
z=−1

sin(z−1)
(z+1)3 = 1

2
sin 1− cos 1.

Çàäà÷à 12.19. Íàéòè âû÷åò res
z=0

ez

sin z−z cos z
.

Îòâåò: res
z=0

ez

sin z−z cos z
= 9

5
.
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Çàäà÷à 12.20. Íàéòè âû÷åò res
z=0

sin( z
z+1)

1−cos z2
.

Îòâåò: res
z=0

sin( z
z+1)

1−cos (z2)
= 5

3
.

Çàäà÷à 12.21. Íàéòè âû÷åò res
z=0

exp
(

1
1−z2

)
(1−ez) sin(z2)

.

Îòâåò: res
z=0

exp
(

1
1−z2

)
(1−ez) sin(z2)

= −13e
12
.

Çàäà÷à 12.22. Íàéòè âû÷åò res
z=0

1+z

(ez−1) sin2 z
.

Îòâåò: res
z=0

1+z

(ez−1) sin2 z
= − 1

12
.

Çàäà÷à 12.23. Íàéòè âû÷åò res
z=∞

z2

(1+z)(2−z) .

Îòâåò: res
z=∞

z2

(1+z)(2−z) = 1.

Çàäà÷à 12.24. Íàéòè âû÷åò res
z=∞

ez

(1−z)(2+z)
.

Îòâåò: res
z=∞

ez

(z−1)(z+2)
= e

3
+ 1

3e2
.
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13. Òåîðåìà î âû÷åòàõ. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî
çàìêíóòîìó êîíòóðó.

Ïîëåçíîñòü ïîíÿòèÿ âû÷åòà îïðàâäûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 13.1 (Òåîðåìà î âû÷åòàõ). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ðåãóëÿðíà â îáëàñòè D, çà èñêëþ-
÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê zk ∈ D, k = 1, . . . , n, è íåïðåðûâíà âïëîòü äî ãðàíèöû ∂D, çà
èñêëþ÷åíèåì òåõ æå òî÷åê. Ãðàíèöà ∂D îáëàñòè D ïðåäïîëàãàåòñÿ ñîñòîÿùåé èç êîíå÷íîãî
÷èñëà êóñî÷íî ãëàäêèõ îãðàíè÷åííûõ êîíòóðîâ. Òîãäà∮

∂D

f(z) dz = 2πi
n∑
k=1

res
z=zk

f(z),

ãäå ãðàíèöà ∂D îáõîäèòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ò. å. ïðè äâèæåíèè ïî ãðàíèöå ∂D
â íàïðàâëåíèè èíòåãðèðîâàíèÿ îáëàñòü D îñòàåòñÿ ñëåâà).

Ïðèìåð 13.2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∮
|z+2i|=3

1

z2(z2 + 4)
.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î âû÷åòàõ, ïîëó÷èì∮
|z+2i|=3

1

z2(z2 + 4)
= 2πi

(
res
z=0

(
1

z2(z2 + 4)

)
+ res

z=−2i

(
1

z2(z2 + 4)

))
=

= 2πi

((
1

z2 + 4

)′∣∣∣∣
z=0

+
1

2z3

∣∣∣∣
z=−2i

)
= 2πi

(
− 2z

(z2 + 4)2

∣∣∣∣
z=0

+
1

16i

)
=
π

8
. �

Îòâåò:
∮

|z+2i|=3

1
z2(z2+4)

= π
8
.

Ïðèìåð 13.3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∮
|z|=2

z3

(z4 − 1)(z − 3)
. (13.1)

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î âû÷åòàõ, ìîæíî ïîëó÷èòü äâå ðàçëè÷íûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ èíòåãðàëà (13.1). Ïîëàãàÿ D = {|z| < 2}, íàéäåì∮

|z|=2

z3

(z4 − 1)(z − 3)
= 2πi

∑
z∗=±1,±i

res
z=z∗

z3

(z4 − 1)(z − 3)
.

Äëÿ D = {|z| > 2} òåîðåìà î âû÷åòàõ äàåò∮
|z|=2

z3

(z4 − 1)(z − 3)
= −2πi

(
res
z=3

z3

(z4 − 1)(z − 3)
+ res

z=∞

z3

(z4 − 1)(z − 3)

)
. (13.2)

Çíàê ìèíóñ â ôîðìóëå (13.2) ïîÿâèëñÿ èç-çà òîãî, ÷òî îáëàñòü |z| > 2 îñòàåòñÿ ñïðàâà ïðè îáõîäå
êîíòóðà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (13.1) ïðîùå âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (13.2). Ïðîñòûå âû÷èñ-
ëåíèÿ äàþò

res
z=3

z3

(z4 − 1)(z − 3)
=

27

80
, res

z=∞

z3

(z4 − 1)(z − 3)
= 0,∮

|z|=2

z3

(z4 − 1)(z − 3)
=

27πi

40
. �

Îòâåò:
∮
|z|=2

z3

(z4−1)(z−3)
= 27πi

40
.

Ïðèìåð 13.4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∮
|z|=2

e
1

1+z

z − 1
dz.

Ðåøåíèå. Êàê è â ïðèìåðå 13.3 ðàçóìíåå âû÷èñëÿòü èíòåãðàë ïî âû÷åòàì, ðàñïîëîæåííûì â
îáëàñòè |z| > 2, ∮

|z|=2

e
1

1+z

z − 1
dz = −2πi res

z=∞

e
1

1+z

z − 1
= 2πi. �

Îòâåò:
∮
|z|=2

e
1

1+z

z−1
dz = 2πi.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 13.5. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∮

|z+1|=1

ez

z3+1
dz.

Îòâåò:
∮

|z+1|=1

ez

z3+1
dz = 2πi

3e
.

Çàäà÷à 13.6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∮

|z|=
√

2

eαz

sin(z2+1)
dz, ãäå α � êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Îòâåò:
∮

|z|=
√

2

eαz

sin(z2+1)
dz = 2πi sinα.

Çàäà÷à 13.7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∮
|z|=1

e2z

z sin z
dz.

Îòâåò:
∮
|z|=1

e2z

z sin z
dz = 4πi.

Çàäà÷à 13.8. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∮
|z|=1

sin z
1−cos z

dz.

Îòâåò:
∮
|z|=1

sin z
1−cos z

dz = 4πi.

Çàäà÷à 13.9. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∮
|z|=2

z
z+3

e
2z
z+1 dz.

Îòâåò:
∮
|z|=2

z
z+3

e
2z
z+1 dz = −10e2πi+ 6e3πi.
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Çàäà÷à 13.10. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∮

|z|=315

z
sin z

dz.

Îòâåò:
∮

|z|=315

z
sin z

dz = 200π2i.
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14. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé ïî ïåðèîäó.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âèäà
2π∫

0

F (eiϕ) dϕ, (14.1)

ãäå F (z) � ôóíêöèÿ ðåãóëÿðíàÿ â êðóãå |z| < 1 (èëè â |z| > 1), çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà òî÷åê, è íåïðåðûâíà âïëîòü äî ãðàíèöû |z| = 1, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ æå òî÷åê. Çàìåíîé
ïåðåìåííûõ z = eiϕ èíòåãðàë (14.1) ñâîäèòñÿ ê êîíòóðíîìó èíòåãðàëó

2π∫
0

F (eiϕ) dϕ =
(
deiϕ = ieiϕ dϕ⇐⇒ dϕ =

dz

iz

)
=

∮
|z|=1

F (z)

iz
dz, (14.2)

ãäå êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ îáõîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Çäåñü ìû ó÷ëè òîò ôàêò, ÷òî
ïðè îòîáðàæåíèè z = eiϕ èíòåðâàë [0, 2π) ïåðåõîäèò îêðóæíîñòü |z| = 1, êîòîðàÿ îáõîäèòñÿ
îäèí ðàç ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (14.2) ïî âû÷åòàì, ìîæíî
íàéòè èñõîäíûé èíòåãðàë (14.1).

Ïðèìåð 14.1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
2π∫

0

cos
(
eiϕ
)
dϕ.

Ðåøåíèå.
2π∫

0

cos
(
eiϕ
)
dϕ =

(
z = eiϕ

)
=

∮
|z|=1

cos z

iz
dz = 2πi res

z=0

cos z

iz
= 2π. �

Îòâåò:
∫ 2π

0
cos (eiϕ) dϕ = 2π.

Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè sinϕ èëè cosϕ, òî
èõ íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü ïî ôîðìóëàì Ýéëåðà

sinϕ =
eiϕ − e−iϕ

2i
, cosϕ =

eiϕ + e−iϕ

2
.

Ïðèìåð 14.2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
2π∫

0

1

2 + cosϕ
dϕ.

Ðåøåíèå.

2π∫
0

1

2 + cosϕ
dϕ =

2π∫
0

1

2 + 1
2
eiϕ + 1

2
e−iϕ

dϕ =
(
z = eiϕ

)
=

∮
|z|=1

dz

iz
(
2 + 1

2
z + 1

2z

) =

=
2

i

∮
|z|=1

dz

z2 + 4z + 1
=

2

i

∮
|z|=1

dz

(z − z−)(z − z+)
,
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ãäå z± = −2±
√

3 � êîðíè êâàäðàòíîãî ïîëèíîìà z2 +4z+1. Â ñèëó òîãî, ÷òî |z+| < 1, à |z−| > 1,
ïîëó÷èì

2

i

∮
|z|=1

dz

(z − z−)(z − z+)
= 4π res

z=z+

1

(z − z−)(z − z+)
=

4π

z+ − z−
=

2π√
3
. �

Îòâåò:
∫ 2π

0
1

2+cosϕ
dϕ = 2π√

3
.

Ïðèìåð 14.3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë π∫
−π

1

(1 + sin2 ϕ)
2 dϕ.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì sin2 ϕ ïî ôîðìóëå Ýéëåðà

sin2 ϕ =

(
eiϕ − e−iϕ

2i

)2

= −1

4

(
e2iϕ − 2 + e−2iϕ

)
.

Ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ôàêòè÷åñêè çàâèñèò îò e2iϕ, òî óäîáíåå ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ z = e2iϕ. Èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ [−π, π) ïðè îòîáðàæåíèè z = e2iϕ ïåðåõîäèò â
îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ îáõîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè äâàæäû. Îòñþäà

π∫
−π

cos(2ϕ)

(1 + sin2 ϕ)
2 dϕ =

(
de2iϕ = 2ie2iϕ dϕ⇐⇒ dϕ =

dz

2iz

)
= 2

∮
|z|=1

dz

2iz
(
1− 1

4
z + 1

2
− 1

4z

)2 =

=
16

i

∮
|z|=1

z dz

(6z − z2 − 1)2 =
16

i

∮
|z|=1

z dz

(z − z−)2(z − z+)2 ,

ãäå z± = 3± 2
√

2 � êîðíè êâàäðàòíîãî ïîëèíîìà z2− 6z + 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |z−| < 1, à |z+| > 1,
ïîëó÷èì

16

i

∮
|z|=1

z dz

(z − z−)2(z − z+)2 = 32π res
z=z−

z

(z − z−)2(z − z+)2 = 32π

(
z

(z − z+)2

)′∣∣∣∣
z=z−

=

= 32π
(z − z+)2 − 2z(z − z+)

(z − z+)4

∣∣∣∣∣
z=z−

= −32π
z + z+

(z − z+)3

∣∣∣∣
z=z−

=
3π

2
√

2
. �

Îòâåò:
∫ π
−π

1

(1+sin2 ϕ)
2 dϕ = 3π

2
√

2
.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 14.4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫ 2π

0
cos2 (e−iϕ) dϕ.

Îòâåò:
∫ 2π

0
cos2 (e−iϕ) dϕ = 2π.

Çàäà÷à 14.5. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫ 2π

0
dϕ

i+sinϕ
.

Îòâåò:
∫ 2π

0
dϕ

i+sinϕ
= −
√

2πi.

Çàäà÷à 14.6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫ π

0
dϕ

5+4 cosϕ
.

Îòâåò:
∫ π

0
dϕ

5+4 cosϕ
= π

3
.
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Çàäà÷à 14.7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫ 2π

0
sinϕ

3+sinϕ
dϕ.

Îòâåò:
∫ 2π

0
sinϕ

3+sinϕ
dϕ =

(
2− 3√

2

)
π.

Çàäà÷à 14.8. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫ π
−π

dϕ

(2−sinϕ)2 .

Îòâåò:
∫ π
−π

dϕ

(2−sinϕ)2 = 4π
3
√

3
.

Çàäà÷à 14.9. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫ π
−π

cos2 ϕ
5+sinϕ

dϕ.

Îòâåò:
∫ π
−π

cos2 ϕ
5+sinϕ

dϕ = (10− 4
√

6)π.

Çàäà÷à 14.10. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫ π

0
dϕ

1+a2 sin2 ϕ
, ãäå a > 0.

Îòâåò:
∫ π

0
dϕ

1+a2 sin2 ϕ
= π√

1+a2 .

Çàäà÷à 14.11. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫ 2π

0
dϕ

2+eiϕ cosϕ
.

Îòâåò:
∫ 2π

0
dϕ

2+eiϕ cosϕ
= 4

5
π.

Çàäà÷à 14.12. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫ 2π

0
sinϕ

2+eiϕ
dϕ.

Îòâåò:
∫ 2π

0
sinϕ

2+eiϕ
dϕ = −πi

4
.

Çàäà÷à 14.13. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫ 2π

0
dϕ

16 cosϕ+1+16i sinϕ
.

Îòâåò:
∫ 2π

0
dϕ

16 cosϕ+1+16i sinϕ
= 0.
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15. 3-àÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà (çàäà÷è: 5, 6; 30 ìèíóò).

Êîììåíòàðèè ê çàäà÷å 5. Ñòóäåíò äîëæåí óìåòü ïî âèäó ôóíêöèè îöåíèòü ñêîëüêî òî÷-
íûõ ÷ëåíîâ ðÿäà Òåéëîðà ïîíàäîáèòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ âû÷åòà è èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå
ðàçëîæåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ âû÷åòà. Íà êîíòðîëüíóþ ñòîèò âûíîñèòü âû÷åò â ïîëþñå íå âûøå
òðåòüåãî ïîðÿäêà (â ñëàáûõ ãðóïïàõ âòîðîãî).
Êîììåíòàðèè ê çàäà÷å 6. Ñòóäåíò äîëæåí óìåòü äåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ â êðèâîëè-

íåéíîì èíòåãðàëå, ïîíèìàòü ïî÷åìó çàìåíà z = eiϕ ïåðåâîäèò îòðåçîê â îêðóæíîñòü (õîðîøî
áû, ÷òîáû ñòóäåíò ïîíèìàë ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè çàìåíå âèäà z = e2iϕ), âû÷èñëÿòü ïîëó÷åííûé
èíòåãðàë (ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó) ïî âû÷åòàì. Íà êîíòðîëüíóþ íå ñòîèò âûíîñèòü ñëîæíûå
âû÷èñëèòåëüíûå ïðèìåðû.

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �3.

Çàäà÷à 5. Íàéòè âû÷åò

res
z=0

sin z

(1− z2)(1− cos z)2
.

Îòâåò: res
z=0

sin z
(1−z2)(1−cos z)2 = 4.

Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
2π∫

0

cos (eiϕ) dϕ.

Îòâåò:
2π∫
0

cos (eiϕ) dϕ = 2π.

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �3.

Çàäà÷à 5. Íàéòè âû÷åò

res
z=0

1

(z + z2) cos π
2+z2

.

Îòâåò: res
z=0

1
(z+z2) cos π

2+z2
= 6

π
.

Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
2π∫

0

dϕ

exp(eiϕ)− 1
.

Îòâåò:
2π∫
0

dϕ
exp(eiϕ)−1

= −π.
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16. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïî
âåùåñòâåííîé îñè.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âèäà ∫
R

R(x) dx, (16.1)

ãäå R(x) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà (16.1), áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íè îäíà èç îñîáûõ òî÷åê {zk}nk=1 ôóíêöèè R(z) íå ëåæèò íà âåùåñòâåííîé
îñè è ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ z âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà R(z) = O

(
1
z2

)
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (16.1) âîñïîëüçîâàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî òåîðåìîé 13.1 î âû÷åòàõ
íåëüçÿ, ñì. ñòð. 44, ïîòîìó ÷òî êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íå îãðàíè÷åí. Äëÿ òîãî ÷òîáû âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ýòîé òåîðåìîé, ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé èíòåãðàë∮

γ

R(z) dz, (16.2)

ãäå êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ γ ñîñòîèò èç îòðåçêà [−R,R] âåùåñòâåííîé îñè è ïîëóîêðóæíîñòè
CR = {|z| = R}∩{Im z > 0} è îáõîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ðàäèóñ R âûáèðàåì òàê, ÷òîáû

Ðèñ. 8. Êîíòóð γ âûäåëåí êðàñíûì öâåòîì. Ðèñ. 9. Êîíòóð γ âûäåëåí êðàñíûì öâåòîì.

âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè R(z) îêàçàëèñü âíóòðè êðóãà |z| < R, ñì. ðèñóíîê 8. Èíòåãðàë (16.2)
ëåãêî íàéòè ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î âû÷åòàõ∮

γ

R(z) dz = 2πi
∑

Im zk>0

res
z=zk

R(z). (16.3)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ∮
γ

R(z) dz =

R∫
−R

R(x) dx+

∫
CR

R(z) dz. (16.4)

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó R(z) = O
(

1
z2

)
, ïîëó÷èì

lim
R→∞

R∫
−R

R(x) dx =

∫
R

R(x) dx,

∣∣∣∣∣∣
∫
CR

R(z) dz

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
CR

|R(z)| |dz| 6 πRmax
z∈CR

|R(z)| = O

(
1

R

)
=⇒ lim

R→∞

∫
CR

R(z) dz = 0.
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Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê ïðåäåëó R→∞ â ðàâåíñòâå (16.3), ïîëó÷èì∫
R

R(x) dx = 2πi
∑

Im zk>0

res
z=zk

R(z). (16.5)

Àíàëîãè÷íî, çàìûêàÿ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ γ â èíòåãðàëå (16.2) â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü,
ñì. ðèñóíîê 9, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî∫

R

R(x) dx = −2πi
∑

Im zk<0

res
z=zk

R(z). (16.6)

Ïðèìåð 16.1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫
R

dx

1 + x2
.

Ðåøåíèå. Ó ôóíêöèè 1
1+z2 äâå îñîáûå òî÷êè z = ±i. Çàìûêàÿ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â âåðõ-

íþþ ïîëóïëîñêîñòü, ïîëó÷èì∫
R

dx

1 + x2
= 2πi res

z=i

1

1 + z2
= 2πi

1

2z

∣∣∣∣
z=i

= π. �

Îòâåò:
∫
R

dx
1+x2 = π.

Ïðèìåð 16.2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
R

x dx

(x+ 2i)2(x− i)5
.

Ðåøåíèå. Ó ôóíêöèè z
(z+2i)2(z−i)5 äâå îñîáûå òî÷êè z = i,−2i. Çàìåòèì, ÷òî èñêàòü âû÷åò â

òî÷êå z = −2i (ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà) çíà÷èòåëüíî ëåã÷å, ÷åì â òî÷êå z = i (ïîëþñ ïÿòîãî
ïîðÿäêà). Çàìûêàÿ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü, ïîëó÷èì∫

R

x dx

(x+ 2i)2(x− i)5
= −2πi res

z=−2i

z

(z + 2i)2(z − i)5
= −2πi

(
z

(z − i)5

)′∣∣∣∣
z=−2i

=

= −2πi
(z − i)5 − 5z(z − i)4

(z − i)10

∣∣∣∣
z=−2i

= −2πi
z − i− 5z

(z − i)6

∣∣∣∣
z=−2i

= −14π

36
. �

Îòâåò:
∫
R

x dx
(x+2i)2(x−i)5 = −14π

36 .

Ïðèìåð 16.3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫

0

x2

x4 + 1
dx.

Ðåøåíèå. Èç ÷åòíîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî
∞∫

0

x2

x4 + 1
dx =

1

2

∫
R

x2

x4 + 1
dx. (16.7)
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Ó ôóíêöèè z2+z
z4+1

÷åòûðå îñîáûå òî÷êè z = e±i
π
4 , e±i

3π
4 . Çàìûêàÿ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â

âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, ïîëó÷èì∫
R

x2

x4 + 1
dx = 2πi

(
res
z=ei

π
4

z2

z4 + 1
+ res

z=ei
3π
4

z2

z4 + 1

)
= 2πi

(
z2

4z3

∣∣∣∣
z=ei

π
4

+
z2

4z3

∣∣∣∣
z=ei

3π
4

)
=

=
πi

2

(
e−i

π
4 + e−i

3π
4

)
=
π

2i

(
ei
π
4 − e−i

π
4

)
= π sin

π

4
=

π√
2
.

Îòñþäà è èç (16.7) íàéäåì
∞∫

0

x2

x4 + 1
dx =

π

2
√

2
. �

Îòâåò:
∞∫
0

x2

x4+1
dx = π

2
√

2
.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 16.4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

d x
x2−2x+10

.

Îòâåò:
∫
R

d x
x2−2x+10

= π
3
.

Çàäà÷à 16.5. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

d x
x2+x+1

.

Îòâåò:
∫
R

d x
x2+x+1

= 2π√
3
.

Çàäà÷à 16.6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

dx
(x2−6x+13)2 .

Îòâåò:
∫
R

dx
(x2−6x+13)2 = π

16
.

Çàäà÷à 16.7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

x2 dx
(x2−6ix−10)2 .

Îòâåò:
∫
R

x2 dx
(x2−6ix−10)2 = 0.

Çàäà÷à 16.8. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

2+x
(x2+1)2 dx.

Îòâåò:
∫
R

2+x
(x2+1)2 dx = π.

Çàäà÷à 16.9. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫
0

dx
(x2+i)2 .

Îòâåò:
∞∫
0

dx
(x2+i)2 = π

4
e

5πi
4 .

Çàäà÷à 16.10. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

x2

(x2+1)2(x−i)2 dx.

Îòâåò:
∫
R

x2

(x2+1)2(x−i)2 dx = 0.
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Çàäà÷à 16.11. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

dx
(x2−2x+2)(x2−2ix−2)

.

Îòâåò:
∫
R

dx
(x2−2x+2)(x2−2ix−2)

= π(i−1)
8

.

Çàäà÷à 16.12. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

dx
(x2−4x+5)(x2−2ix−5)

.

Îòâåò:
∫
R

dx
(x2−4x+5)(x2−2ix−5)

= π(2i−1)
20

.

Çàäà÷à 16.13. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R
e

2π
x−i dx

x2+1
.

Îòâåò:
∫
R
e

2π
x−i dx

x2+1
= −π.

Çàäà÷à 16.14. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫
0

dx
(x2n+1)2 , ãäå n ∈ N.

Îòâåò:
∞∫
0

dx
(x2n+1)2 = π(2n−1)

4n2 sin( π
2n)

Çàäà÷à 16.15. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

dx
(x2+1)(2−eiax)

, ãäå a > 0.

Îòâåò:
∫
R

dx
(x2+1)(2−eiax)

= πea

2ea−1
.

Çàäà÷à 16.16. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

dx
(x2+1)

√
x+4i

, ãäå âûáðàíà íåïðåðûâíàÿ âåòâü ôóíêöèè
√
x+ 4i òàêàÿ, ÷òî

√
4i = 2ei

π
4 .

Îòâåò:
∫
R

dx
(x2+1)

√
x+4i

= π√
5
e−i

π
4 .
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17. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ, ñîäåðæàùèõ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, ïî âåùåñòâåííîé îñè.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âèäà ∫
R

R(x)eiαx dx, (17.1)

ãäå R(x) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ è α ∈ R \ {0}. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü èíòå-
ãðàëà (17.1), áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íè îäíà èç îñîáûõ òî÷åê {zk}nk=1 ôóíêöèè R(z) íå ëåæèò
íà âåùåñòâåííîé îñè è ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ z âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà R(z) = O

(
1
z

)
.

Îñíîâíàÿ èäåÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (17.1) âî ìíîãîì íàïîìèíàåò âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà
(16.1), ñì. ñòð. 51. Îäíàêî åñòü îäíî âàæíîå îòëè÷èå. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ôîðìóë (16.5) è (16.6)
íàì ïîíàäîáèëîñü ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ

lim
R→∞

∫
C±R

R(z) dz = 0,

ãäå C+
R = {|z| = R} ∩ {Im z > 0}, C−R = {|z| = R} ∩ {Im z < 0}. Â ñëó÷àå èíòåãðàëà âèäà (17.1)

ýòè ïðåäåëû åñòåñòâåííî çàìåíÿþòñÿ íà ñëåäóþùèå

lim
R→∞

∫
C+
R

R(z)eiαz dz
?
= 0, lim

R→∞

∫
C−R

R(z)eiαz dz
?
= 0. (17.2)

Óïîìÿíóòîå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðåäåëû (17.2) íå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü îäíîâðå-
ìåííî. Ïðè÷èíà ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ eiαz ýêñïîíåíöèàëüíî
ðàñòåò ïðè z → −i∞, åñëè α > 0 è ïðè z → +i∞, åñëè α < 0.
Îäèí èç ïðåäåëîâ (17.2) âñå æå ñóùåñòâóåò. Ýòîò ôàêò îáîñíîâûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 17.1 (ëåììà Æîðäàíà).

• Ïóñòü ôóíêöèÿ g(z) íåïðåðûâíà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà òî÷åê, è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

lim
R→∞

sup
z∈C+

R

|g(z)| = 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî α > 0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
R→∞

∫
C+
R

g(z)eiαz dz = 0.

• Ïóñòü ôóíêöèÿ g(z) íåïðåðûâíà â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà òî÷åê, è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

lim
R→∞

sup
z∈C−R

|g(z)| = 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî α < 0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
R→∞

∫
C−R

g(z)eiαz dz = 0.
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Âûïèñûâàÿ àíàëîãè ôîðìóë (16.3), è (16.4) è èñïîëüçóÿ ëåììó Æîðäàíà, ïîëó÷èì∫
R

R(x)eiαx dx = 2πi
∑

Im zk>0

res
z=zk

R(z)eiαz ïðè α > 0,

∫
R

R(x)eiαx dx = −2πi
∑

Im zk<0

res
z=zk

R(z)eiαz ïðè α < 0.

Ïðèìåð 17.2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫
R

eix

x2 + 1
dx.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ eiz óáûâàåò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî
çàìûêàòü òàì æå (ëåììà Æîðäàíà). Îòñþäà∫

R

eix

x2 + 1
dx = 2πi res

z=i

eiz

z2 + 1
= 2πi

eiz

2z

∣∣∣∣
z=i

=
π

e
. �

Îòâåò:
∫
R

eix

1+x2 dx = π
e
.

Ïðèìåð 17.3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
R

x sinx

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx. (17.3)

Ðåøåíèå. Èíòåãðàë (17.3) óäîáíî ïåðåïèñàòü â âèäå∫
R

x sinx

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx = Im

∫
R

x eix

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx

 . (17.4)

Ôóíêöèÿ eiz óáûâàåò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî çàìûêàòü
òàì æå (ëåììà Æîðäàíà). Îòñþäà∫

R

x eix

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx = 2πi

(
res
z=i

z eiz

(z2 + 1)(z2 + 4)
+ res

z=2i

z eiz

(z2 + 1)(z2 + 4)

)
=

= 2πi

(
i e−1

2i(−1 + 4)
+

2i e−2

(−4 + 1)4i

)
=
πi

3

(
e−1 − e−2

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (17.4), íàéäåì∫
R

x sinx

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx =

π

3

(
e−1 − e−2

)
=
π(e− 1)

3e2
. �

Îòâåò:
∫
R

x sinx
(x2+1)(x2+4)

dx = π(e−1)
3e2

.

Ïðèìåð 17.4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
R

cosx

(x− i)2(x+ 2i)
dx.



ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÑÎÁÈÅ � 5 ÑÅÌÅÑÒÐ 57

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Ýéëåðà, ñì. òåîðåìó 1.8 íà ñòð. 5, ïîëó÷èì∫
R

cosx

(x− i)2(x+ 2i)
dx =

1

2

∫
R

eix

(x− i)2(x+ 2i)
dx+

1

2

∫
R

e−ix

(x− i)2(x+ 2i)
dx =

= πi res
z=i

eiz

(z − i)2(z + 2i)
− πi res

z=−2i

e−iz

(z − i)2(z + 2i)
= πi

(
eiz

z + 2i

)′∣∣∣∣∣
z=i

− πi e−iz

(z − i)2

∣∣∣∣
z=−2i

=

=
4πi

9e
+

πi

9e2
=
πi(4e+ 1)

9e2
.

Îòâåò:
∫
R

cosx
(x−i)2(x+2i)

dx = πi(4e+1)
9e2

.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 17.5. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

cosx
x2+2x+5

dx.

Îòâåò:
∫
R

cosx
x2+2x+5

dx = π cos 1
2e2

.

Çàäà÷à 17.6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

sin(2x)

(x2+6x+10)2 dx.

Îòâåò:
∫
R

sin(2x)

(x2+6x+10)2 dx = −3π sin 6
2e2

.

Çàäà÷à 17.7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

x cos(2x)

(x2+4)2(x+i)
dx.

Îòâåò:
∫
R

x cos(2x)

(x2+4)2(x+i)
dx = (17−4e2)π

36e4
.

Çàäà÷à 17.8. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

eiαx

x2+2ix−2
dx, ãäå α ∈ R.

Îòâåò:
∫
R

eiαx

x2+2ix−2
dx = 0 ïðè α > 0 è

∫
R

eiαx

x2+2ix−2
dx = 2πeα sinα ïðè α < 0.
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18. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî âåùåñòâåííîé îñè îò
ôóíêöèé, ñîäåðæàùèõ óñòðàíèìûå îñîáåííîñòè íà

êîíòóðå èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 18.1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫
R

1− cosx

x2
dx. (18.1)

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò óñòðàíèìóþ îñîáóþ òî÷êó â îêðåñò-
íîñòè íóëÿ

1− cos z

z2
=

1
2
z2 +O(z4)

z2
=

1

2
+O(z2).

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë (18.1) ñõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ.
Ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò cosx, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (18.1)

íàì òàê èëè èíà÷å íåîáõîäèìî áóäåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé Æîðäàíà, ñì. ñòð. 55. Â ñâîþ
î÷åðåäü, äëÿ òîãî ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé Æîðäàíà íàì íåîáõîäèìî ðàçáèòü èíòåãðàë
(18.1) â ñóììó òàê, ÷òîáû ðàçíåñòè ýêñïîíåíòû eix è e−ix, ñîäåðæàùèåñÿ â êîñèíóñå, ïî ðàçíûì
èíòåãðàëàì. Ïðÿìîëèíåéíûé ñïîñîá ðàçáèåíèÿ èíòåãðàëà (18.1) â ñóììó∫

R

1− cosx

x2
dx

?
=

∫
R

1

x2
dx− 1

2

∫
R

eix

x2
dx− 1

2

∫
R

e−ix

x2
dx (18.2)

Ðèñ. 10. Êîíòóð γ âûäåëåí
êðàñíûì öâåòîì.

íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê îøèáêå, ïîñêîëüêó êàæäûé èç èíòåãðà-
ëîâ, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè (18.2) ñîäåðæèò íåèíòåãðèðóåìóþ
îñîáåííîñòü â íóëå.
Îáîéòè äàííóþ òðóäíîñòü ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôóíê-

öèÿ 1−cos z
z2 ðåãóëÿðíà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, â òîì ÷èñëå

è â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ïðîäåôîðìèðóåì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ
â îêðåñòíîñòè íóëÿ âíèç, ñì. ðèñóíîê 10. Ïðè ýòîì, â ñèëó òåîðå-
ìû Êîøè 4.5 íà ñòð. 19, çíà÷åíèå èíòåãðàëà (18.1) íå èçìåíèòñÿ.
Îòñþäà∫

R

1− cosx

x2
dx =

∫
γ

1− cos z

z2
dz =

∫
γ

1

z2
dz − 1

2

∫
γ

eiz

z2
dz − 1

2

∫
γ

e−iz

z2
dz = 0− πi res

z=0

eiz

z2
− 0 = π.

Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà
∫
γ

1
z2 dz ìû çàìêíóëè êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ñíèçó (ìîæíî ñâåðõó),

èíòåãðàëà
∫
γ

e−iz

z2 dz � ñíèçó (íåëüçÿ ñâåðõó) è èíòåãðàëà
∫
γ

eiz

z2 dz � ñâåðõó (íåëüçÿ ñíèçó). �

Îòâåò:
∫
R

1−cosx
x2 dx = π.

Ïðèìåð 18.2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
R

2 sinx− sin(2x)

x3
dx. (18.3)



ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÑÎÁÈÅ � 5 ÑÅÌÅÑÒÐ 59

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò óñòðàíèìóþ îñîáóþ òî÷êó â îêðåñò-
íîñòè íóëÿ

2 sin z − sin(2z)

z3
=

2z +O(z3)− 2z +O(z3)

z3
= O(1).

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë (18.3) ñõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ.
Äåôîðìèðóÿ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ âíèç, ñì. ðèñóíîê 10, ïîëó÷èì∫

R

2 sin z − sin(2z)

z3
dz =

∫
γ

2 sin z − sin(2z)

z3
dz =

=
1

i

∫
γ

eiz

z3
dz − 1

i

∫
γ

e−iz

z3
dz − 1

2i

∫
γ

e2iz

z3
dz +

1

2i

∫
γ

e−2iz

z3
dz =

= 2π res
z=0

eiz

z3
− π res

z=0

e2iz

z3
= −π + 2π = π. �

Îòâåò:
∫
R

2 sinx−sin(2x)
x3 dx = π.

Ïðèìåð 18.3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫
R

sin2 x

x2
dx. (18.4)

Ðåøåíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò óñòðàíèìóþ îñîáóþ òî÷êó â
îêðåñòíîñòè íóëÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë èíòåãðàë (18.4) ñõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ.
Äåôîðìèðóÿ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ âíèç, ïîëó÷èì∫

R

sin2 z

z2
dz =

∫
γ

sin2 z

z2
dz = −1

4

∫
γ

(eiz − e−iz)2

z2
dz = −1

4

∫
γ

e2iz − 2 + e−2iz

z2
dz =

=
1

2

∫
γ

1

z2
dz − 1

4

∫
γ

e2iz

z2
dz − 1

4

∫
γ

e−2iz

z2
dz = −πi

2
res
z=0

e2iz

z2
= π. �

Îòâåò:
∫
R

sin2 x
x2 dx = π.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 18.4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

cosx−cos(3x)
x2 dx.

Îòâåò:
∫
R

cosx−cos(3x)
x2 dx = 2π.

Çàäà÷à 18.5. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

x sinx
π2−x2 dx.

Îòâåò:
∫
R

x sinx
π2−x2 dx = π.

Çàäà÷à 18.6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

x−sinx
x3 dx.

Îòâåò:
∫
R

x−sinx
x3 dx = π

2
.
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Çàäà÷à 18.7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

sin(2x)−2x cosx
x3 dx.

Îòâåò:
∫
R

sin(2x)−2x cosx
x3 dx = 0.

Çàäà÷à 18.8. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

sin(3x)−3 sinx
x3 dx.

Îòâåò:
∫
R

sin(3x)−3 sinx
x3 dx = −3π.

Çàäà÷à 18.9. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

sin(2x)+x cosx−3x
x3 dx.

Îòâåò:
∫
R

sin(2x)+x cosx−3x
x3 dx = −3π.

Çàäà÷à 18.10. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

x2−sin2 x
x4 dx.

Îòâåò:
∫
R

x2−sin2 x
x4 dx = 2π

3
.

Çàäà÷à 18.11. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
R

1−cosx
x2(1+x2)

dx.

Îòâåò:
∫
R

1−cosx
x2(1+x2)

dx = π
e
.

Çàäà÷à 18.12. Ìîæíî ëè â ïðèìåðàõ 18.1 � 18.3 äåôîðìèðîâàòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â
îêðåñòíîñòè íóëÿ ââåðõ?

Îòâåò: Ìîæíî.
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19. 4-àÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà (çàäà÷è: 7, 8; 30 ìèíóò).

Êîììåíòàðèè ê çàäà÷å 7. Ñòóäåíò äîëæåí ïîíèìàòü, ÷òî òåîðåìà î âû÷åòàõ ìîæåò áûòü
ïðèìåíåíà òîëüêî ê èíòåãðàëàì ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, êóäà è ïî÷åìó íóæíî çàìûêàòü êîíòóð,
âû÷èñëÿòü ïîëó÷åííûé èíòåãðàë (ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó). Íå ñòîèò òðåáîâàòü íà êîíòðîëüíîé
àêêóðàòíîé ïðîâåðêå âñåõ óñëîâèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Äîñòàòî÷íî, åñëè áóäåò ïðîñòî óêàçàíî,
÷òî ôóíêöèÿ óáûâàåò, íàïðèìåð, êàê O(z−2) íà áåñêîíå÷íîñòè. Äîêàçûâàòü, ÷òî èíòåãðàë ïî ïî-
ëóîêðóæíîñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íå íóæíî (ýòî âñå äåëàåòñÿ íà ëåêöèè). Íóæíî ëèøü çíàòü, ÷òî
óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè âèäà O(z−2) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñâåñòè èíòåãðàë ïî îñè ê èíòåãðàëó
ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó. Íà êîíòðîëüíóþ íå ñòîèò âûíîñèòü ïðèìåðû, â êîòîðûõ âîçíèêàþò
âû÷åòû â ïîëþñå âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà.
Êîììåíòàðèè ê çàäà÷å 8. Ñòóäåíò äîëæåí ïîíèìàòü, ÷òî òåîðåìà î âû÷åòàõ ìîæåò áûòü

ïðèìåíåíà òîëüêî ê èíòåãðàëàì ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, ïîíèìàòü ïî÷åìó ìîæíî äåôîðìèðî-
âàòü êîíòóð â îêðåñòíîñòè óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè è íåëüçÿ â îêðåñòíîñòè ïîëþñà, ïðàâèëüíî
çàìûêàòü êîíòóð íà áåñêîíå÷íîñòè (ïèñàòü îöåíêè íà áåñêîíå÷íîñòè íå îáÿçàòåëüíî, äîñòàòî÷-
íî ñîñëàòüñÿ íà ëåììóÆîðäàíà), óìåòü ïðèìåíÿòü ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòà â

îñîáåííîñòè âèäà f(z)
(z−z0)n

. Íà êîíòðîëüíóþ ìîæíî âûíîñèòü ïðèìåðû, â êîòîðûõ âîçíèêàþò âû-

÷åòû â ïîëþñå òðåòüåãî ïîðÿäêà (åñëè îñîáåííîñòü èìååò âèä f(z)
z3 ), è ïðîèçâîëüíûå îñîáåííîñòè

â ïîëþñå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �4.

Çàäà÷à 7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫
R

1

(x− 2i)4(x+ i)2
dx.

Îòâåò:
∫
R

1
(x−2i)4(x+i)2 dx = −8π

35 .

Çàäà÷à 8. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî èíòåãðàë êîððåêòíî îïðåäåëåí è âû÷èñëèòü åãî∫
R

5x− sin(2x)− 3x cos(2x)

x3
dx.

Îòâåò:
∫
R

5x−sin(2x)−3x cos(2x)
x3 dx = 8π.

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �4.

Çàäà÷à 7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫
R

2− x
(x2 + 4)(x− 2i)2

dx.

Îòâåò:
∫
R

2−x
(x2+4)(x−2i)2 dx = − π

16
(1 + i).

Çàäà÷à 8. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî èíòåãðàë êîððåêòíî îïðåäåëåí è âû÷èñëèòü åãî∫
R

cos2 x

4x2 − π2
dx.

Îòâåò:
∫
R

cos2 x
4x2−π2 dx = 0.
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20. Èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âèäà ∫
R

R(x) dx, (20.1)

ãäå R(x) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà (20.1) â
îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ z âûïîëíÿåòñÿ
îöåíêà R(z) = O

(
1
z2

)
. Â ñëó÷àå, åñëè îäíà èç îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè R(z) ëåæèò íà âåùåñòâåí-

íîé îñè, èíòåãðàë (20.1) ðàñõîäèòñÿ. Òåì íå ìåíåå, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èíòåãðàëó (20.1) âñå
æå óäàåòñÿ ïðèäàòü ðàçóìíûé ñìûñë. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, c � ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà
ôóíêöèè R, ëåæàùèé íà âåùåñòâåííîé îñè, è, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ R íå èìååò äðóãèõ îñîáûõ
òî÷åê íà âåùåñòâåííîé îñè. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë

v.p.

∫
R

R(x) dx = lim
ε→+0

 c−ε∫
−∞

R(x) dx+

+∞∫
c+ε

R(x) dx

 , (20.2)

êîòîðûé íàçûâàþò èíòåãðàëîì â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (20.2) èñïîëüçóþò ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 20.1. Ïóñòü

• −∞ < a < c < b < +∞;
• D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü;
• [a, b] ∈ D;
• f ∈ H(D \ {c});
• c � ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f ;
• γ+ � ãëàäêèé êîíòóð â D, ïîëó÷åííûé ïóòåì äåôîðìàöèè îòðåçêà [a, b] ââåðõ â îòíî-
ñèòåëüíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè c;
• γ− � ãëàäêèé êîíòóð â D, ïîëó÷åííûé ïóòåì äåôîðìàöèè îòðåçêà [a, b] âíèç â îòíîñè-
òåëüíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè c.

Òîãäà

v.p.

b∫
a

f(x) dx =

∫
γ+

f(z) dz + πi res
z=c

f(z) =

∫
γ−

f(z) dz − πi res
z=c

f(z).

Ïðèìåð 20.2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

v.p.

∫
R

1

x(x− i)
dx. (20.3)

Ðåøåíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò íà âåùåñòâåííîé îñè îäíó îñî-
áóþ òî÷êó z = 0, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè èí-
òåãðàë (20.3) ñóùåñòâóåò â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. Â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè èíòåãðàë
(20.3) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ (ò. å. ñóùåñòâóåò â îáû÷íîì ñìûñëå).
Äåôîðìèðóÿ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ ââåðõ, è, çàìûêàÿ êîíòóð èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ñâåðõó, ïîëó÷èì

v.p.

∫
R

1

x(x− i)
dx =

∫
γ+

1

z(z − i)
dz + πi res

z=0

1

z(z − i)
= 2πi res

z=i

1

z(z − i)
− π = 2π − π = π. �
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Îòâåò: v.p.
∫
R

1
x(x−i) dx = π.

Â ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ R óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè êàê O
(

1
z

)
, èíòåãðàë (20.1), âîîáùå

ãîâîðÿ, ïåðåñòàåò ñõîäèòñÿ. Òåì íå ìåíåå, èíòåãðàëó (20.1) âñå åùå ìîæíî ïðèäàòü ðàçóìíûé
ñìûñë. À èìåííî, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

v.p.

∫
R

R(x) dx = lim
r→+∞

r∫
−r

R(x) dx. (20.4)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (20.4) èñïîëüçóþò ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 20.3. Ïóñòü

• R � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ;
• R íå èìååò îñîáåííîñòåé íà âåùåñòâåííîé îñè;
• R(z) = O

(
1
z

)
ïðè z →∞;

• r > 0 òàêîå, ÷òî â îáëàñòè |z| > r íåò îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè R;
• γ+ � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà îáëàñòè {z | Im z > 0, |z| < r};
• γ− � îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà îáëàñòè {z | Im z < 0, |z| < r}.

Òîãäà

v.p.

∫
R

R(x) dx =

∫
γ+

R(z) dz + πi res
z=∞

R(z) =

∫
γ−

R(z) dz − πi res
z=∞

R(z).

Ïðèìåð 20.4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

v.p.

∫
R

x

(x− i)2
dx. (20.5)

Ðåøåíèå. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå èìååò îñîáûõ òî÷åê íà âåùåñòâåííîé îñè. Â îêðåñò-
íîñòè áåñêîíå÷íîñòè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ âåäåò ñåáÿ êàê 1

z
+ O

(
1
z2

)
è, ñëåäîâàòåëüíî,

èíòåãðàë (20.5) ñõîäèòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.
Çàìûêàÿ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ñíèçó, ïîëó÷èì

v.p.

∫
R

x

(x− i)2
dx =

∫
γ−

z

(z − i)2
dz − πi res

z=∞

z

(z − i)2
= −πi res

z=∞

1

z
= πi. �

Îòâåò: v.p.
∫
R

x
(x−i)2 dx = πi.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 20.5. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë v.p.
∫
R

dx
x(x2+1)

.

Îòâåò: v.p.
∫
R

dx
x(x2+1)

= 0.

Çàäà÷à 20.6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë v.p.
∫
R

1
x2−1

dx.

Îòâåò: v.p.
∫
R

1
x2−1

dx = 0.

Çàäà÷à 20.7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë v.p.
∫
R

x
x2+2x−3

dx.
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Çàäà÷à 20.8. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë v.p.
∫
R

cosx
x+1

dx.

Çàäà÷à 20.9. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë v.p.
∫
R

sinx
x2(x−i) dx.

Çàäà÷à 20.10. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë v.p.
∫
R

sin(πx)
x2+x−2)

dx.

Îòâåò: v.p.
∫
R

sin(πx)
x2+x−2)

dx = −2π
3
.

Çàäà÷à 20.11. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë v.p.
∫
R

dx
x2−iax , ãäå a > 0.

Îòâåò: v.p.
∫
R

dx
x2−iax = π

a
.

Çàäà÷à 20.12. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë v.p.
∫
R

sinx−x
x2−2x

dx.

Îòâåò: v.p.
∫
R

sinx−x
x2−2x

dx = π
2
(cos 2− 1).
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21. 5-àÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà (çàäà÷à: 9; 15 ìèíóò).

Êîììåíòàðèè ê çàäà÷å 9. Ñòóäåíò äîëæåí çíàòü êàê ñâåñòè èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî
çíà÷åíèÿ ê îáû÷íîìó èíòåãðàëó, ïîíèìàòü, ÷òî ñâåäåíèå èíòåãðàëà ê îáû÷íîìó ïðîèñõîäèò
íå â ðåçóëüòàòå äåôîðìàöèè êîíòóðà, ïîíèìàòü, ÷òî òåîðåìà î âû÷åòàõ ìîæåò áûòü ïðèìå-
íåíà òîëüêî ê èíòåãðàëàì ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, âèäåòü ñâÿçü ñ ïðåäûäóùèìè çàäà÷àìè è
èñïîëüçîâàòü ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ â äàííîé çàäà÷å. Íà êîíòðîëüíóþ íå ñòîèò âûíîñèòü äëèííûå
âû÷èñëèòåëüíûå ïðèìåðû.

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �5.

Çàäà÷à 9. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî èíòåãðàë êîððåêòíî îïðåäåëåí è âû÷èñëèòü åãî

v.p.

∫
R

sinx

x− 1
dx.

Îòâåò: v.p.
∫
R

sinx
x−1

dx = π cos 1.

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �5.

Çàäà÷à 9. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî èíòåãðàë êîððåêòíî îïðåäåëåí è âû÷èñëèòü åãî

v.p.

∫
R

x2

(x− 1)(x2 + 1)
dx.

Îòâåò: v.p.
∫
R

x2

(x−1)(x2+1)
dx = π

2
.
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22. Îäíîçíà÷íûå ðåãóëÿðíûå âåòâè, àíàëèòè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå, òî÷êè âåòâëåíèÿ.

Èíîãäà ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ôóíêöèÿìè, êîòîðûå â îäíîé òî÷êå ïðèíèìàþò íåñêîëüêî
çíà÷åíèé. Ê òàêîâûì, íàïðèìåð, îòíîñÿòñÿ ôóíêöèè n

√
z è ln z. Ýòè ôóíêöèè ïðèíÿòî íàçû-

âàòü ìíîãîçíà÷íûìè. Èìåòü äåëî íåïîñðåäñòâåííî ñ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé çà÷àñòóþ áûâàåò
íåóäîáíî. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ áûâàåò ïîëåçíî âûäåëèòü åå îäíîçíà÷íóþ ðåãóëÿðíóþ âåòâü.

Îïðåäåëåíèå 22.1. Îäíîçíà÷íîé ðåãóëÿðíîé âåòâüþ6 ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè f(z) â îáëà-
ñòè D íàçûâàþò âñÿêóþ ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ f0(z) â D òàêóþ, ÷òî â ëþáîé òî÷êè z ∈ D
çíà÷åíèå ôóíêöèè f0(z) ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç çíà÷åíèé ôóíêöèè f(z).

Ïðèìåð 22.2. Âûäåëèòü îäíîçíà÷íóþ ðåãóëÿðíóþ âåòâü ôóíêöèè
√
z.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ
√
z â êàæäîé òî÷êå z 6= 0 ïðèíèìàåò äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ. Äëÿ òîãî

÷òîáû âûäåëèòü ðåãóëÿðíóþ âåòâü ôóíêöèè
√
z, óäîáíî ïåðåïèñàòü åå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

f(z) =
√
z =
√
r ei

ϕ
2

+iπn. (22.1)

Ðèñ. 11. Ðàçðåç âûäå-
ëåí êðàñíûì öâåòîì.

Ïóñòü òåïåðü ìû ôèêñèðîâàëè çíà÷åíèå ôóíêöèè f(z) =
√
z â íåêî-

òîðîé òî÷êå z0 6= 0, íàïðèìåð, f(1) = 1. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (22.1) âèä-
íî, ÷òî åñëè ìû òåïåðü áóäåì íåïðåðûâíî ïðîäîëæàòü ôóíêöèþ

√
z

âäîëü îêðóæíîñòè |z| = 1 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, òî ïî âîçâðàùå-
íèè â òî÷êó z = 1 àðãóìåíò ϕ ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå ðàâíîå ∆ϕ = 2π,
è, ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèÿ

√
z ïîëó÷èò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü

ei
∆ϕ
2 = eiπ = −1.
Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî ïðè îáõîäå âäîëü ëþáî-

ãî íåñàìîïåðåñåêàþùåãîñÿ êîíòóðà, ñîäåðæàùåãî âíóòðè ñåáÿ íà÷àëî
êîîðäèíàò, ôóíêöèÿ

√
z áóäåò ìåíÿòü çíàê. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåãó-

ëÿðíóþ âåòâü ôóíêöèè
√
z ìîæíî âûäåëèòü òîëüêî â òàêîé îáëàñòè,

âíóòðè êîòîðîé íåëüçÿ ïðîâåñòè çàìêíóòûé êîíòóð, ñîäåðæàùèé âíóò-
ðè ñåáÿ íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïðèìåðîì òàêîé îáëàñòè ìîæåò ñëóæèòü êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü ñ
èñêëþ÷åííîé ïîëóîñüþ [0,+∞), ñì. ðèñóíîê 11. Îáîçíà÷èì ýòó îáëàñòü áóêâîé D.
Ôèêñèðóåì â îáëàñòè D ïðåäåëû èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà ϕ ∈ (0, 2π). Â ðåçóëüòàòå, ñîãëàñíî

ïðåäñòàâëåíèþ (22.1), ìû ìîæåì âûäåëèòü äâå ðàçëè÷íûå âåòâè ôóíêöèè
√
z

f0(z) =
√
r ei

ϕ
2 , f1(z) =

√
r ei

ϕ
2

+iπ = −
√
r ei

ϕ
2 .

Ýòè âåòâè ñîîòâåòñòâóþò äâóì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà n = 0 è 1. Îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
n ïðèâîäÿò ê îäíîé èç äâóõ óêàçàííûõ âåòâåé ôóíêöèè

√
z.

Ðèñ. 12. Îáëàñòè D0 è D1 ¾êà-
ñàþòñÿ¿ âäîëü êîíòóðà γ.

Îòâåò: Â îáëàñòè C\ [0,+∞) ìîæíî âûäåëèòü äâå îäíîçíà÷íûå
ðåãóëÿðíûå âåòâè f0(z) =

√
r ei

ϕ
2 è f1(z) = −

√
r ei

ϕ
2 , ãäå ϕ ∈

(0, 2π).

Îïðåäåëåíèå 22.3. Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèè f0(z) è f1(z) ðåãó-
ëÿðíûå â îáëàñòÿõ D0 è D1 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå îáëàñòè D0

è D1 íå ïåðåñåêàþòñÿ è èìåþò îáùèé ó÷àñòîê ãðàíèöû γ, ñì.
ðèñóíîê 12. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ F (z) â îá-
ëàñòè D0 ∪ γ ∪ D1, ñîâïàäàþùàÿ ñ f0(z) â D0 è ñ f1(z) â D1.

6Èíîãäà ìû áóäåì ñîêðàùåííî ãîâîðèòü ðåãóëÿðíàÿ âåòâü.
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Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f1(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè f0(z) â
îáëàñòü D1.

Ïðîâåðêà îïðåäåëåíèÿ 22.3 ìîæåò îêàçàòüñÿ äîâîëüíî òðóäíîé çàäà÷åé. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
óïðîùàåò èñïîëüçîâàíèå ýòîãî îïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 22.4 (Ïðèíöèï íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ). Ïóñòü îáëàñòè D0 è D1 íå ïåðåñåêà-
þòñÿ è èìåþò îáùèé ó÷àñòîê ãðàíèöû γ. Ïóñòü ôóíêöèÿ f0(z) ðåãóëÿðíà â îáëàñòè D0 è
íåïðåðûâíà â D0 ∪ γ, à ôóíêöèÿ f1(z) ðåãóëÿðíà â îáëàñòè D1 è íåïðåðûâíà â D1 ∪ γ. Ïóñòü,
âìåñòå ñ ýòèì, ôóíêöèè f0(z) è f1(z) ñîâïàäàþò íà êðèâîé γ. Òîãäà ôóíêöèÿ f1(z) ÿâëÿåòñÿ
àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè f0(z) â îáëàñòü D1.

Ïðèìåð 22.5. Ïóñòü â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè Re(z) > 0 çàäàíà ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ôóíêöèè
f(z) = 3

√
z, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ f(1) = 1. Íàéòè àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíê-

öèè f(z) â ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü Re(z) < 0 ÷åðåç ïîëóîñü (0,+i∞) è ÷åðåç ïîëóîñü (0,−i∞).
Ñðàâíèòü çíà÷åíèÿ ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèé â òî÷êå z = −1.

Ðåøåíèå. Òàê æå êàê è â ïðèìåðå 22.2 óäîáíî ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì

f(z) = 3
√
z = 3
√
r ei

ϕ
3

+i 2πn
3 . (22.2)

Ôèêñèðóåì ïðåäåëû èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà ϕ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè ϕ ∈ (−π
2
, π

2
). Îòñþäà è èç

ïðåäñòàâëåíèÿ (22.2) ïîëó÷èì, ÷òî

f(1) = 3
√
r ei

ϕ
3

+i 2πn
3

∣∣∣
z=1

=

[
r = 1
ϕ = 0

]
= ei

2πn
3 .

Òàêèì îáðàçîì, âåòâü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ f(1) = 1, ïîëó÷àåòñÿ ïðè n = 0. Îáîçíà÷èì
åå ÷åðåç f0(z).
Äëÿ òîãî ÷òîáû àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ f0(z) â ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü ÷åðåç ïî-

ëóîñü (0,+i∞), âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (22.2) ïðè n = 0

ft(z) = 3
√
r ei

ϕ
3 (t � top)

è ôèêñèðóåì ïðåäåëû èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà ϕ ñëåäóþùèì îáðàçîì ϕ ∈ (−π
2
, 3π

2
). Ëåãêî âèäåòü,

÷òî ft(z) � ðåãóëÿðíàÿ âåòâü, çàäàííàÿ â îáëàñòè C \ [0,−i∞). Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ft(z) ñîâ-
ïàäàåò ñ ôóíêöèåé f0(z) â îáëàñòè Re(z) > 0, à ïîòîìó ft(z) � àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
ôóíêöèè f0(z) â ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü ÷åðåç ïîëóîñü (0,+i∞) (ñì. îïðåäåëåíèå 22.3).
Äëÿ òîãî ÷òîáû àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ f0(z) â ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü ÷åðåç ïî-

ëóîñü (0,−i∞), âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì

fb(z) = 3
√
r ei

ϕ
3 (b � bottom)

è ôèêñèðóåì ïðåäåëû èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà ϕ ∈ (−3π
2
, π

2
). Î÷åâèäíî, ÷òî fb(z) � àíàëèòè÷åñêîå

ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè f0(z) â ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü ÷åðåç ïîëóîñü (0,−i∞).
Íàéäåì çíà÷åíèÿ âåòâåé ft(z) è fb(z) â òî÷êå z = −1

ft(−1) = 3
√
r ei

ϕ
3

∣∣∣
r=1, ϕ=π

= ei
π
3 ,

fb(−1) = 3
√
r ei

ϕ
3

∣∣∣
r=1, ϕ=−π

= e−i
π
3 . �

Îòâåò: ft(−1) = ei
π
3 , fb(−1) = e−i

π
3 .
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Îïðåäåëåíèå 22.6. Îñîáàÿ òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè
f(z), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü 0 < |z − z0| < r, ÷òî f(z) ìîæåò áûòü àíà-
ëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà âäîëü ëþáîé öåïî÷êè îáëàñòåé, ïðèíàäëåæàùèõ ýòîé îêðåñòíîñòè,
è z0 íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé õîòÿ áû äëÿ êàêîé-íèáóäü ðåãóëÿðíîé âåòâè
ôóíêöèè f(z).

Çàìå÷àíèå 22.7. Ìåíåå ñòðîãî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî òî÷êà âåòâëåíèÿ � ýòî òàêàÿ òî÷-
êà z0, ÷òî ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè âäîëü îêðóæíîñòè äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ñ
öåíòðîì â z0 ïîñëå îäíîãî ïîëíîãî îáõîäà ôóíêöèÿ èçìåíÿåò ñâîå çíà÷åíèå.

Ïðèìåð 22.8. Íàéòè âñå òî÷êè âåòâëåíèÿ ôóíêöèè (z − z0)α, ãäå α ∈ C.

Ðåøåíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ

((z − z0)α)′ = α(z − z0)α−1

ñóùåñòâóåò ïî êðàéíå ìåðå ïðè z 6= z0, ∞. Ïîýòîìó åäèíñòâåííûìè êàíäèäàòàìè íà òî÷êó
âåòâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè z0 è ∞.
Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü ÿâëÿþòñÿ ëè z0 è∞ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ çàìå÷àíèåì

ê îïðåäåëåíèþ 22.6. Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå z0

z − z0 = r eiϕ, (z − z0)α = rα eiαϕ.

Ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ôóíêöèè (z − z0)α âäîëü îêðóæíîñòè |z − z0| = ρ > 0, ïîñëå
îäíîãî ïîëíîãî îáõîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè àðãóìåíò ϕ ïîëó÷àåò ïðèðàùåíèå 2π. Â èòîãå,
ïîñëå òàêîãî îáõîäà ôóíêöèÿ (z − z0)α ïðèíèìàåò â òî÷êå z íîâîå çíà÷åíèå

rα eiα(ϕ+2π) = rα eiαϕe2iαπ.

Îòñþäà íàéäåì óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ (z−z0)α íå èçìåíèò ñâîå çíà÷åíèå ïðè óêàçàííîì
àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè,

e2iαπ = 1 ⇐⇒ 2iαπ = 2πin, n ∈ Z ⇐⇒ α ∈ Z.

Ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî òî÷êè z0 è ∞ íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî
ïðè α 6∈ Z òî÷êè z0 è ∞ ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ. �

Îòâåò: Ïðè α ∈ Z òî÷åê âåòâëåíèÿ íåò, ïðè α 6∈ Z äâå òî÷êè âåòâëåíèÿ: z0 è ∞.

Ïðèìåð 22.9. Ïóñòü f(z) � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D. Íàéòè âñå òî÷êè

âåòâëåíèÿ ôóíêöèè
√
f(z).

Ðåøåíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî òî÷êè âåòâëåíèÿ � ýòî â ïåðâóþ î÷åðåäü îñîáûå òî÷êè.
Ïîýòîìó ïîïðîáóåì âíà÷àëå âûÿñíèòü â êàêèõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ

√
f(z) ðåãóëÿðíà. Äëÿ ýòîãî

âû÷èñëèì åå ïðîèçâîäíóþ (ñì. òåîðåìó 2.10 íà ñòð. 10)(√
f(z)

)′
=

f ′(z)

2
√
f(z)

. (22.3)

Ñòðîãî ãîâîðÿ, â âûðàæåíèè (22.3) íåîáõîäèìî óêàçàòü êàêàÿ âåòâü êîðíÿ âûáðàíà â îáåèõ
÷àñòÿõ ðàâåíñòâà, îäíàêî ïîñêîëüêó ìû ñåé÷àñ èùåì òîëüêî ëèøü òî÷êè ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè√
f(z), òî ýòîò âîïðîñ íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì è ìû ïîçâîëèì ñåáå íå îñòàíàâëèâàòüñÿ íà

íåì.
Èç ðàâåíñòâà (22.3) âèäíî, ÷òî îñîáûå òî÷êè ó ôóíêöèè

√
f(z) ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ òîëüêî â òåõ

òî÷êàõ, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(z) îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííûå êàíäèäàòû

íà òî÷êè âåòâëåíèÿ ôóíêöèè
√
f(z) � ýòî íóëè ôóíêöèè f(z).
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Ïóñòü â òî÷êå z0 ∈ D ó ôóíêöèè f(z) íîëü ïîðÿäêà n (ñì. îïðåäåëåíèå 9.6 íà ñòð. 33). Òîãäà
åå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f(z) = (z − z0)ng(z), g(z0) 6= 0,

ãäå g(z) � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè D è n ∈ N. Îòñþäà√
f(z) = (z − z0)n/2

√
g(z) .

Èç ñêàçàííîãî ðàíåå ÿñíî, ÷òî ôóíêöèÿ
√
g(z) ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0. Ïðè ýòîì

èç ïðèìåðà 22.8 ñëåäóåò, ÷òî ó ôóíêöèè (z − z0)n/2 (à, ñëåäîâàòåëüíî, è ó ôóíêöèè
√
f(z))

òî÷êà z0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ åñëè n � ÷åòíîå è ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ, åñëè n �
íå÷åòíîå. �

Îòâåò: Òî÷êè âåòâëåíèÿ ôóíêöèè
√
f(z) ðàñïîëàãàþòñÿ â íóëÿõ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ôóíê-

öèè f(z).

Ïðèìåð 22.10. Âûäåëèòü ðåãóëÿðíóþ âåòâü ôóíêöèè f(z) = 3
√
z(2− z), óäîâëåòâîðÿþùóþ

óñëîâèþ f(1) = 1. Íàéòè çíà÷åíèå ýòîé âåòâè ôóíêöèè f(z) ïîñëå åå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîë-
æåíèÿ âäîëü âåðõíåé äóãè îêðóæíîñòè |z − 2| = 1 â òî÷êó z = 3.

Ðåøåíèå. Ó ôóíêöèè f(z) äâå êîíå÷íûå òî÷êè âåòâëåíèÿ z1 = 0 è z2 = 2. Ââåäåì äâå ñèñòåìû
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ñ öåíòðàìè ýòèõ òî÷êàõ, ñì. ðèñóíîê 13. Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ôóíêöèþ

Ðèñ. 13. Çäåñü z = r1 e
iϕ1 , z − 2 = r2 e

iϕ2 .

f(z) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f(z) = 3
√
z(2− z) = 3

√
r1r2 exp

(
ϕ1 + ϕ2 + π + 2πn

3
i

)
, n ∈ Z. (22.4)

Ðèñ. 14. Ðàçðåçû âûäåëåíû
êðàñíûì öâåòîì.

Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ìíîãîçíà÷íîñòè â ïðàâîé ÷àñòè
(22.4), íåîáõîäèìî ôèêñèðîâàòü ïàðàìåòð n è äîãîâîðèòüñÿ î ïðå-
äåëàõ èçìåíåíèÿ óãëîâ ϕ1 è ϕ2 (ïîêà ýòîãî íå ñäåëàíî, òî÷êå z = 1
ìîæíî, íàïðèìåð, ïðèïèñàòü çíà÷åíèÿ óãëà ϕ1 = 0 èëè ϕ1 = ±2π,
è êàæäîå èç ýòèõ çíà÷åíèé ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì
ôóíêöèè f(z)).
Ôèêñàöèþ ïðåäåëîâ èçìåíåíèÿ óãëîâ ϕ1 è ϕ2 óäîáíî ïðîâåñòè

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîâåäåì èç êàæäîé òî÷êè âåòâëåíèÿ ðàçðåç
íà áåñêîíå÷íîñòü è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà z íå ìîæåò ïåðåñå-
êàòü ðàçðåçîâ. Ðàçðåçû ìîæíî ïðîâîäèòü â ëþáîì íàïðàâëåíèè, äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðîâåäåì
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èõ êàê íà ðèñóíêå 14. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ óãëîâ ìîæíî ôèêñèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì

ϕ1 ∈ (−π, π), ϕ2 ∈ (0, 2π). (22.5)

Äëÿ òîãî ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ f(1) = 1, ïîäáåðåì ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ïàðàìåòð n

f(1) = 3
√
r1r2 exp

(
ϕ1 + ϕ2 + π + 2πn

3
i

)∣∣∣∣
z=1

=

[
r1 = 1, ϕ1 = 0
r2 = 1, ϕ2 = π

]
= exp

(
2π(n+ 1)

3
i

)
.

Ðèñ. 15. Êîíòóð |z − 2| = 1
âûäåëåí ñèíèì öâåòîì.

Âûáèðàÿ n = −1, äîáüåìñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ f(1) = 1. Îáî-
çíà÷èì ôèêñèðîâàííóþ òàêèì ñïîñîáîì âåòâü ÷åðåç f0(z)

f0(z) = 3
√
r1r2 exp

(
ϕ1 + ϕ2 − π

3
i

)
. (22.6)

Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî âåòâü f0(z) çàäàíà íà ïëîñêîñòè ñ ðàçðå-
çàìè, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 14, è ïðåäåëû èçìåíåíèÿ óãëîâ
ϕ1 è ϕ2 çàäàíû â (22.5).

Èçîáðàçèì òåïåðü íà íàøåé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì êîíòóð, âäîëü êîòîðîãî íóæíî àíàëèòè÷å-
ñêè ïðîäîëæàòü âåòâü f0(z), ñì. ðèñóíîê 15. Âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî
êîíòóð íèãäå íå ïåðåñåêàåò ðàçðåçîâ. Ïîýòîìó äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïðîñòî
âû÷èñëèòü çíà÷åíèå âåòâè f0(z) â òî÷êå z = 3

f0(3) = 3
√
r1r2 exp

(
ϕ1 + ϕ2 − π

3
i

)∣∣∣∣
z=3

=

[
r1 = 3, ϕ1 = 0
r2 = 1, ϕ2 = 0

]
=

3
√

3 e−i
π
3 .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ϕ2 = 0, à íå ϕ2 = 2π, ïîòîìó ÷òî ìû ïîäîøëè ê ïðàâîìó ðàçðåçó ñâåðõó, à
íå ñíèçó. �

Îòâåò: Âåòâü f0(z) ôèêñèðîâàíà ôîðìóëàìè (22.5) è (22.6), çíà÷åíèå ôóíêöèè f(z) ïîñëå òðå-
áóåìîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ðàâíî 3

√
3 e−i

π
3 .

Ïðèìåð 22.11. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) =
√

z
z−1

äîïóñêàåò âûäåëåíèå ðåãóëÿðíîé

âåòâè â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = ∞. Ôèêñèðîâàòü âåòâü óñëîâèåì f(∞) = 1 è íàéòè âû÷åò
ýòîé âåòâè â òî÷êå z =∞.

Ðåøåíèå. Ó ôóíêöèè f(z) äâå êîíå÷íûå òî÷êè âåòâëåíèÿ z1 = 0 è z2 = 1. Ââåäåì äâå ñèñòåìû
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ñ öåíòðàìè â ýòèõ òî÷êàõ

z = r1e
iϕ1 , z − 1 = r2e

iϕ2 .

Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ôóíêöèÿ f(z) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

f(z) =

√
z

z − 1
=

√
r1

r2

exp

(
ϕ1 − ϕ2 + 2πn

2
i

)
, n ∈ Z. (22.7)

Ðèñ. 16. Ðàçðåçû âûäåëåíû
êðàñíûì öâåòîì.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ôèêñèðîâàòü ïðåäåëû èçìåíåíèÿ óãëîâ ϕ1 è ϕ2

ïðîâåäåì ðàçðåçû êàê íà ðèñóíêå 16 è ôèêñèðóåì èõ ïðåäåëû
èçìåíåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì ϕ1 ∈ (0, 2π), ϕ2 ∈ (0, 2π).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ z óãëû ϕ1 è ϕ2 ñòà-

íîâÿòñÿ áëèçêè, àíàëîãè÷íî è ðàäèóñ-âåêòîðû r1 è r2 ñòàíîâÿò-
ñÿ áëèçêè. Îòñþäà è èç ïðåäñòàâëåíèÿ (22.7) ñëåäóåò, ÷òî ïðè
áîëüøèõ z ôóíêöèÿ f(z) âåäåò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì f(z) =
eπni + o(1). Äëÿ òîãî ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ f(∞) = 1, ïî-
ëîæèì n = 0. Îáîçíà÷èì òàê ôèêñèðîâàííóþ âåòâü ÷åðåç f0(z).



ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÑÎÁÈÅ � 5 ÑÅÌÅÑÒÐ 71

Òåïåðü íóæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âåòâü f0(z) ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = ∞. Äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f0(z) ñîâïàäàþò íà âåðõíåì è íèæíåì
áåðåãàõ ðàçðåçà (1,+∞). Íà âåðõíåì áåðåãó ðàçðåçà (1,+∞)

f0(z) = [ϕ1 = 0, ϕ2 = 0] =

√
r1r
−1
2 ,

íà íèæíåì

f0(z) = [ϕ1 = 2π, ϕ2 = 2π] =

√
r1r
−1
2 .

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ïðèíöèïó íåïðåðûâíîãî íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ (ñì. òåîðåìó 22.4)
ôóíêöèÿ f0(z) ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = ∞. Â ïðèíöèïå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçðåç
(1,+∞) ìîæíî óáðàòü è ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ f0(z) íà ïëîñêîñòè ñ îäíèì ðàçðåçîì (0, 1).
Îäíàêî ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê ïóòàíèöå ñ ïðåäåëàìè èçìåíåíèÿ óãëîâ ϕ1 è ϕ2. Ïîýòîìó ìû ïî
ïðåæíåìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ f0(z) íà ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì (0,∞).
Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè âû÷åò ôóíêöèè f0(z) â òî÷êå z =∞, íàéäåì íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ

åå ðÿäà Ëîðàíà. Óäîáíî âíà÷àëå ðàçëîæèòü â ðÿä ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ f(z), ñì. (6.4),

f(z) =

√
z

z − 1
=

(
1− 1

z

)−1/2

= eπip
(

1 +
1

2z
+O(z−2)

)
, p ∈ Z.

Òåïåðü èç óñëîâèÿ f0(∞) = 1 íàõîäèì, ÷òî p = 0. Îòñþäà

f0(z) =

√
z

z − 1
= 1 +

1

2z
+O(z−2)

è

res
z=∞

f0(z) = −1

2
. �

Îòâåò: res
z=∞

f0(z) = −1
2
.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 22.12. Ìîæíî ëè âûäåëèòü ðåãóëÿðíóþ âåòâü ôóíêöèè 4
√
z â îáëàñòè 1 < |z| < 3.

Îòâåò: Íåëüçÿ.

Çàäà÷à 22.13. Âûäåëèòü ðåãóëÿðíóþ âåòâü ôóíêöèè f(z) = 4
√

1− z2, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-
âèþ f(0) = 1. Íàéòè çíà÷åíèå ýòîé âåòâè ïîñëå åå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ âäîëü íèæ-
íåé äóãè îêðóæíîñòè |z + 1| = 1 â òî÷êó z = −2.

Îòâåò:
4
√

3 e−i
π
4 .

Çàäà÷à 22.14. Âûäåëèòü ðåãóëÿðíóþ âåòâü ôóíêöèè f(z) = 3

√
(z+8)2

1−z , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-

âèþ f(0) = 4. Íàéòè çíà÷åíèå ýòîé âåòâè ïîñëå åå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ â òî÷êó
z = −9 âäîëü êîíòóðà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 17.

Îòâåò: 1
3√10

.

Çàäà÷à 22.15. Âûäåëèòü ðåãóëÿðíóþ âåòâü ôóíêöèè f(z) = 3

√
(z+1)2

8−z , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-

âèþ f(9) = − 3
√

100. Íàéòè çíà÷åíèå ýòîé âåòâè ïîñëå åå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ â
òî÷êó z = 0 âäîëü êîíòóðà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 18.

Îòâåò: 1
2
.
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Ðèñ. 17. Êîíòóð γ âûäåëåí ñèíèì öâåòîì. Ðèñ. 18. Êîíòóð γ âûäåëåí ñèíèì öâåòîì.

Çàäà÷à 22.16. Âûäåëèòü ðåãóëÿðíóþ âåòâü ôóíêöèè f(z) = 3

√
1−z2

8+z
, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-

âèþ f(−2) = − 1
3√2
. Íàéòè çíà÷åíèå ýòîé âåòâè ïîñëå åå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ â òî÷êó

z = −9 âäîëü êîíòóðà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 19.

Îòâåò: 2 3
√

10.

Çàäà÷à 22.17. Âûäåëèòü ðåãóëÿðíóþ âåòâü ôóíêöèè f(z) =
√

3 + z2, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-
âèþ f(1) = 2. Íàéòè çíà÷åíèå ýòîé âåòâè ïîñëå åå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ â òî÷êó
z = −2i âäîëü êîíòóðà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 20.

Îòâåò: −i.

Ðèñ. 19. Êîíòóð γ âûäåëåí ñèíèì öâåòîì. Ðèñ. 20. Êîíòóð γ âûäåëåí ñèíèì öâåòîì.

Çàäà÷à 22.18. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) =
√
z2 + 1 äîïóñêàåò âûäåëåíèå ðåãóëÿð-

íîé âåòâè â îêðåñòíîñòè òî÷êè z =∞. Ôèêñèðîâàòü âåòâü óñëîâèåì f0(2i) = i
√

3 â îáëàñòè
|z| > 1 è íàéòè âû÷åò ýòîé âåòâè â òî÷êå z =∞.

Îòâåò: res
z=∞

f0(z) = −1
2
.

Çàäà÷à 22.19. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) çàäàíà ïðè Re(z) > 0 ðàâåíñòâîì f(z) =
∫
R

dx
(x−iz)(x+i)

.

Äîêàçàòü, íå âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëà, ÷òî f(z) äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â C\{−1}.
Ñðàâíèòå ðåçóëüòàò àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ f(z) è çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïðè Re(z) < 0.

Îòâåò: f(z) = 2π
z+1

, ïðè z ∈ C \ {−1};
∫
R

dx
(x−iz)(x+i)

= 0 ïðè Re(z) < 0.
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23. Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè ïðîñòåéøèõ ìíîãîçíà÷íûõ
ôóíêöèé: n

√
z − a, ln z (ïðè íàëè÷èè âðåìåíè).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ f(z) ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê âåòâëåíèÿ
â C. Äîïóñòèì íàì óäàëîñü âûäåëèòü åå âñåâîçìîæíûå ðåãóëÿðíûå âåòâè, êîòîðûå, âîîáùå
ãîâîðÿ, ìîãóò áûòü çàäàíû íà ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ. Äîãîâîðèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî
êàæäîé âåòâè fn(z) ñîïîñòàâëåí ñâîé ýêçåìïëÿð êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçàìè Dn.
Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî âåòâü fn(z) ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà ÷åðåç êàêîé-íèáóäü

áåðåã γ îäíîãî èç ðàçðåçîâ íà Dn. Â ýòîì ñëó÷àå, íàéäåòñÿ äðóãàÿ âåòâü fk(z), êîòîðàÿ áóäåò
àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì âåòâè fn(z) ÷åðåç γ. Òîò ôàêò, ÷òî fk(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷å-
ñêèì ïðîäîëæåíèåì fn(z) óäîáíî èçîáðàæàòü ñêëåéêîé ñîîòâåòñòâóþùèõ áåðåãîâ ðàçðåçîâ íà
ëèñòàõ Dk è Dn.

Îïðåäåëåíèå 23.1 (Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå). Ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ ìíîãîçíà÷íîé ôóíê-
öèè f(z) íàçûâàþò íàáîð ëèñòîâ Dn, íà êàæäîì èç êîòîðûõ çàäàíà ñâîÿ ðåãóëÿðíàÿ âåòâü
fn(z) ôóíêöèè f(z), è îïèñàíèå ñïîñîáà ñêëåéêè âñåõ áåðåãîâ ðàçðåçîâ íà ëèñòàõ Dn ìåæäó
ñîáîé.

Ïðèìåð 23.2. Îïèñàòü ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè f(z) =
√
z.

Ðåøåíèå. Ó ôóíêöèè
√
z îäíà êîíå÷íàÿ òî÷êà âåòâëåíèÿ z1 = 0. Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîð-

äèíàòàì, ïåðåïèøåì ôóíêöèþ f(z) â âèäå

f(z) =
√
z =
√
r ei

ϕ
2

+iπn, n ∈ Z, z = reiϕ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäåëèòü îäíîçíà÷íûå âåòâè ïðîâîäèì ðàçðåç èç òî÷êè âåòâëåíèÿ z1 = 0
íà áåñêîíå÷íîñòü âäîëü ïîëóîñè [0,+∞). Ñîîòâåòñòâåííî ñ ýòèì, ïðåäåëû èçìåíåíèÿ óãëà ϕ
ôèêñèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì

ϕ ∈ (0, 2π).

Ïàðàìåòðàì n = 0 è n = 1 ñîîòâåòñòâóþò äâå ðåãóëÿðíûå âåòâè f0(z) è f1(z) ôóíêöèè f(z)
(îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà n ïðèâîäÿò ê îäíîé èç óêàçàííûõ âåòâåé).
Ñ÷èòàåì, ÷òî âåòâü f0(z) çàäàíà íà ëèñòå D0, à âåòâü f1(z) íà D1. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèé f0(z) è f1(z) íà áåðåãàõ ðàçðåçîâ ëèñòîâ D0 è D1, ñì. ðèñóíêè 21 è 22. Òåïåðü íóæíî

Ðèñ. 21. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f0(z) íà áåðåãàõ
ðàçðåçîâ ëèñòà D0.

Ðèñ. 22. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f1(z) íà áåðåãàõ
ðàçðåçîâ ëèñòà D1.

Ðèñ. 23. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè
√
z.
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ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ñêëåèòü ëèñòû D0 è D1. Ñðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé f0(z) è f1(z) íà
ðàçëè÷íûõ áåðåãàõ ðàçðåçîâ ëèñòîâ D0 è D1 è ó÷èòûâàÿ ïðèíöèï íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ
(ñì. òåîðåìó 22.4), íàéäåì òðåáóåìóþ ñêëåéêó, ñì. ðèñóíîê 23. �

Îòâåò: Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè
√
z èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 23. Ïðè ýòîì íà ëèñòå D0

ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå f0(z) =
√
r ei

ϕ
2 , à íà ëèñòå D1 � f1(z) = −

√
r ei

ϕ
2 . ãäå ϕ ∈ (0, 2π).

Ïðèìåð 23.3. Îïèñàòü ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè f(z) = ln z. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî f(e) =
1 − 2πi íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z = 1 ïîñëå åå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ
âäîëü êîíòóðà γ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 27.

Ðåøåíèå. Ó ôóíêöèè ln z îäíà êîíå÷íàÿ òî÷êà âåòâëåíèÿ z1 = 0. Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîð-
äèíàòàì, ïåðåïèøåì ôóíêöèþ f(z) â âèäå

f(z) = ln z = ln r + iϕ+ 2iπn, n ∈ Z, z = reiϕ. (23.1)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäåëèòü îäíîçíà÷íûå âåòâè ïðîâîäèì ðàçðåç èç òî÷êè âåòâëåíèÿ z1 = 0 íà
áåñêîíå÷íîñòü, íàïðèìåð, âäîëü ïîëóîñè (−∞, 0]. Ñîîòâåòñòâåííî ñ ýòèì, ïðåäåëû èçìåíåíèÿ
óãëà ϕ ôèêñèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì

ϕ ∈ (−π, π). (23.2)

Ðàçëè÷íûì ïàðàìåòðàì n ∈ Z ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå ðåãóëÿðíûå âåòâè fn(z) ôóíêöèè f(z),
êîòîðûå çàäàþòñÿ ðàâåíñòâîì (23.1).

Ðèñ. 24. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f1(z) íà áåðåãàõ
ðàçðåçîâ ëèñòà D1.

Ðèñ. 25. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f0(z) íà áåðåãàõ
ðàçðåçîâ ëèñòà D0.

Ðèñ. 26. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f−1(z) íà áåðåãàõ
ðàçðåçîâ ëèñòà D−1.

Ðèñ. 27. Êîíòóð γ èçîáðàæåí ñèíèì öâåòîì.

Ðèñ. 28. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè ln z.
Ñèíèì öâåòîì èçîáðàæåí êîíòóð γ.

Ñ÷èòàåì, ÷òî êàæäàÿ âåòâü fn(z) çàäàíà íà ñâîåì ëèñòå Dn. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèé fn(z) íà áåðåãàõ ðàçðåçîâ ëèñòîâ Dn äëÿ íåñêîëüêèõ n, ñì. ðèñóíêè 24 � 26. Òåïåðü íóæíî
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ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ñêëåèòü ëèñòû Dn. Ñðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé fn(z) íà ðàçëè÷íûõ áå-
ðåãàõ ðàçðåçîâ ëèñòîâDn íàéäåì òðåáóåìóþ ñêëåéêó. Íà ðèñóíêå 28 èçîáðàæåíà ñêëåéêà ëèñòîâ
D−1, D0 è D1. Îñòàëüíûå ëèñòû ïîäêëåèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèþ f(e) = 1 − 2πi óäîâëåòâîðÿåò âåòâü f−1(z). Ïîýòîìó êîíòóð γ

äîëæåí íà÷èíàòüñÿ íà ëèñòå D−1. Èçîáðàçèì òåïåðü êîíòóð γ íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, ñì.
ðèñóíîê 28. Îòñþäà íàõîäèì çíà÷åíèå ôóíêöèè f−1(z) â òî÷êå z = 1 ïîñëå åå àíàëèòè÷åñêîãî
ïðîäîëæåíèÿ âäîëü êîíòóðà γ

f−1(z)|γ = f1(1) = [r = 1, ϕ = 0, n = 1] = 2πi. �

Îòâåò: Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ln z ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ëèñòîâ Dn, íåñêîëüêî èç íèõ
èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 28. Íà êàæäîì ëèñòå Dn ôèêñèðîâàíà âåòâü fn(z) ðàâåíñòâîì (23.1).
Ïðåäåëû èçìåíåíèÿ óãëà ϕ ôèêñèðîâàíû ðàâåíñòâîì (23.2). Ðåçóëüòàò àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîë-
æåíèÿ: f−1(z)|γ = 2πi.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 23.4. Îïèñàòü ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè f(z) = 3
√
z − 1. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî

f(2) = 1 íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z = 0 ïîñëå åå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæå-
íèÿ âäîëü ëîìàíîé ëèíèè γ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿþùåé òî÷êè: 2, −2i, −2, 2i, 3, −i, 1 + i è
0.

Îòâåò: Ðåçóëüòàò àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ: f(z)|γ = −
√

3
2

+ 1
2
i.
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24. Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé âèäà:
n
√

(z − a)(z − b), . . . (ïðè íàëè÷èè âðåìåíè).

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ôóíêöèè âèäà n
√
R(z), ãäå R(z) �

ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 24.1. Îïèñàòü ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè f(z) =
√

(z − 1)(2 + z).

Ðåøåíèå. Ó ôóíêöèè
√

(z − 1)(2 + z) äâå òî÷êè âåòâëåíèÿ z1 = 1 è z2 = −2. Ââåäåì äâå

Ðèñ. 29. Çäåñü z − 1 = r1e
iϕ1 , z + 2 = r2e

iϕ2 .

ñèñòåìû ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ñ öåíòðàìè â ýòèõ òî÷êàõ, ñì. ðèñóíîê 29. Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ

f(z) =
√
r1r2 exp

(
ϕ1 + ϕ2 + 2πn

2
i

)
, n ∈ Z. (24.1)

Ðèñ. 30. Ðàçðåçû âûäåëåíû
êðàñíûì öâåòîì.

Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáàâèòñÿ îò íåîäíîçíà÷íîñòè â ïðàâîé ÷àñòè
(24.1), íåîáõîäèìî äîãîâîðèòüñÿ â êàêèõ ïðåäåëàõ ìåíÿþòñÿ óãëû
ϕ1 è ϕ2. Âûáåðåì èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì

ϕ1 ∈ (0, 2π), ϕ2 ∈ (−π, π).

Ýòîò âûáîð ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ
f(z) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ äâóìÿ ðàçðåçàìè (−∞,−2) è

(1,∞), ñì. ðèñóíîê 30. Íà ýòîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçàìè ìîæíî ôèêñèðîâàòü äâå ðàçëè÷íûå
âåòâè f0(z) è f1(z) ôóíêöèè f(z), âûáèðàÿ n = 0 è n = 1 (îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà n
ïðèâîäÿò ê îäíîé èç óêàçàííûõ âåòâåé).

Ðèñ. 31. Çíà÷åíèÿ óãëîâ ϕ0 è ϕ1 íà áåðåãàõ ðàçðåçîâ.

Ââåäåì òåïåðü â ðàññìîòðåíèå äâà ýê-
çåìïëÿðà îïèñàííîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçà-
ìè è îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç D0 è D1. Ðà-
äè óäîáñòâà, íà ðèñóíêå 31 óêàçàíû çíà-
÷åíèÿ óãëîâ ϕ0 è ϕ1 íà áåðåãàõ ðàçðåçîâ
ëèñòîâ D0 è D1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ f0(z) çàäàíà íà D0, à ôóíêöèÿ f1(z) íà
D1. Íåñëîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèé f0(z) è f1(z) íà áåðåãàõ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðàçðåçîâ, ñì. ðèñóíêè 32 è 33.
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Òåïåðü íóæíî ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ñêëåèòü ëèñòû D0 è D1. Ñðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé
f0(z) è f1(z) íà ðàçëè÷íûõ áåðåãàõ ðàçðåçîâ ëèñòîâ D0 è D1 è ó÷èòûâàÿ ïðèíöèï íåïðåðûâíîãî
ïðîäîëæåíèÿ (ñì. òåîðåìó 22.4), íàéäåì òðåáóåìóþ ñêëåéêó, ñì. ðèñóíîê 34. �

Ðèñ. 32. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f0(z) íà áåðåãàõ
ðàçðåçîâ ëèñòà D0.

Ðèñ. 33. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f1(z) íà áåðåãàõ
ðàçðåçîâ ëèñòà D1.

Ðèñ. 34. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ìíîãîçíà÷íîé
ôóíêöèè

√
(z − 1)(2 + z).

Îòâåò: Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè
√

(z − 1)(2 + z) èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 34. Ïðè ýòîì

íà ëèñòå D0 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
√

(z − 1)(2 + z) =
√
r1r2 exp

(
ϕ1+ϕ2

2
i
)
, à íà ëèñòå D1 �√

(z − 1)(2 + z) = −√r1r2 exp
(
ϕ1+ϕ2

2
i
)
, ãäå ϕ1 ∈ (0, 2π) è ϕ2 ∈ (−π, π).

Ïðèâåäåì äëÿ óäîáñòâà ïëàí ïîñòðîåíèÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ôóíêöèè âèäà n
√
R(z), ãäå

R(z) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

(1) Íàõîäèì âñå êîíå÷íûå òî÷êè âåòâëåíèÿ {zk}pk=1 ôóíêöèè n
√
R(z). Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ

âñå íóëè è ïîëþñà ôóíêöèè R(z).
(2) Ââîäèì ïîëÿðíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ âåòâëåíèÿ z − zk = rke

iϕk è

ïåðåïèñûâàåì ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ n
√
R(z).

(3) Ôèêñèðóåì îäèí ëèñò ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ýòîãî ïðîâîäèì èç êàæäîé òî÷êè
âåòâëåíèÿ ðàçðåç íà áåñêîíå÷íîñòü è îïðåäåëÿåì ïðåäåëû èçìåíåíèÿ óãëîâ ϕk.

(4) Ôèêñèðóåì n âåòâåé ôóíêöèè n
√
R(z) è ïðèïèñûâàåì êàæäîé âåòâè ñâîé ëèñò ðèìàíîâîé

ïîâåðõíîñòè.
(5) Âû÷èñëÿåì íà áåðåãàõ ðàçðåçîâ êàæäîãî ëèñòà ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè n

√
R(z).

(6) Ñêëåèâàåì ëèñòû ìåæäó ñîáîé, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ (ñì. òåî-
ðåìó 22.4).
◦ Â îòâåò âûïèñûâàåì ñõåìó ñêëåéêè ëèñòîâ ìåæäó ñîáîé è ñïîñîá ôèêñàöèè âåòâåé ôóíê-
öèè n

√
R(z) íà êàæäîì èç ëèñòîâ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.

Ïðèìåð 24.2. Îïèñàòü ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè

f(z) = 3

√
8− z

(1 + z)(1− z)2
.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî f(0) = 2 íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z = 2 ïîñëå åå àíàëèòè÷å-
ñêîãî ïðîäîëæåíèÿ âäîëü êîíòóðà γ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 35.
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Ðèñ. 35. Êîíòóð γ âûäåëåí ñèíèì öâåòîì.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå ïðîâîäèì â íåñêîëüêî øàãîâ.

Øàã 1. Ó ôóíêöèè f(z) = 3

√
8−z

(1+z)(1−z)2 òðè êîíå÷íûå òî÷êè âåòâëåíèÿ z1 = 8, z2 = 1 è z3 = −1.

Øàã 2. Ââîäèì òðè ïîëÿðíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ âåòâëåíèÿ

z − 8 = r1e
iϕ1 , z − 1 = r2e

iϕ2 , z + 1 = r3e
iϕ3 .

Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ôóíêöèþ f(z) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f(z) = 3

√
8− z

(1 + z)(1− z)2
= 3

√
r1

r2
2r3

exp

(
ϕ1 − 2ϕ2 − ϕ3 + π + 2πn

3
i

)
. (24.2)

Ðèñ. 36. Ðàçðåçû âûäåëåíû êðàñ-
íûì öâåòîì.

Øàã 3. Ôèêñèðóåì ëèñò ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ýòî-
ãî ïðîâåäåì ðàçðåçû èç òî÷åê âåòâëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòü
êàê íà ðèñóíêå 36 è ôèêñèðóåì ïðåäåëû èçìåíåíèÿ óãëîâ

ϕ1 ∈ (0, 2π), ϕ2 ∈ (0, 2π), ϕ3 ∈ (−π, π).

Øàã 4. Çíà÷åíèÿì n = 0, 1 è 2 ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷-
íûå âåòâè ôóíêöèè f(z), çàäàííûå âûðàæåíèåì (24.2). Îáî-
çíà÷èì ýòè âåòâè ÷åðåç f0(z), f1(z) è f2(z) ñîîòâåòñòâåííî.
Âåòâè, îòâå÷àþùèå îñòàëüíûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà n, ñîâ-
ïàäàþò ñ îäíîé èç óêàçàííûõ âåòâåé (e2πip = 1 ïðè p ∈ Z).
Øàã 5. Íàõîäèì çíà÷åíèÿ âåòâåé f0(z), f1(z) è f2(z) íà

áåðåãàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçðåçîâ. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî
ôóíêöèè f0(z), f1(z) è f2(z) çàäàíû íà ëèñòàõ D0, D1 è D2

ñîîòâåòñòâåííî. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 37, 38 è 39. Çäåñü, ðàäè ñîêðà-

ùåíèÿ çàïèñè, ìû ó÷ëè, ÷òî |f(z)| = |fn(z)| = 3

√
r1
r2
2r3
, ãäå n = 0, 1, 2.

Ðèñ. 37. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f0(z) íà áåðåãàõ ðàçðåçîâ ëèñòà D0.

Øàã 6. Ñêëåèâàåì ëèñòû ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ìåæäó ñîáîé, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï íåïðåðûâ-
íîãî ïðîäîëæåíèÿ (òåîðåìà 22.4), ñì. ðèñóíîê 40. Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî ei

5π
3 = e−i

π
3 è ei

4π
3 = e−i

2π
3 .
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Ðèñ. 38. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f1(z) íà áåðåãàõ ðàçðåçîâ ëèñòà D1.

Ðèñ. 39. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f2(z) íà áåðåãàõ ðàçðåçîâ ëèñòà D2.

Ðèñ. 40. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè 3

√
8−z

(1+z)(1−z)2 .

Øàã 7. Âûÿñíèì êàêîìó ëèñòó ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè îòâå÷àåò çíà÷åíèå f(0) = 2. Èç ôîð-
ìóëû (24.2) ñëåäóåò, ÷òî

fn(0) = 3

√
r1

r2
2r3

exp

(
ϕ1 − 2ϕ2 − ϕ3 + π + 2πn

3
i

)
=

[
r1 = 8, r2 = 1, r3 = 1
ϕ1 = π, ϕ2 = π, ϕ3 = 0

]
= 2 ei

2πn
3 .
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Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî f(0) = 2 âîçìîæíî òîëüêî ïðè n = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà z = 0
ðàñïîëàãàåòñÿ íà ëèñòå D0.
Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z = 2 ïîñëå åå àíàëèòè÷åñêîãî ïðî-

äîëæåíèÿ âäîëü êîíòóðà γ, èçîáðàçèì êîíòóð γ íà ïîñòðîåííîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, ñì.
ðèñóíîê 41. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ âäîëü êîíòóðà γ ìû îêàçû-

Ðèñ. 41. Êîíòóð γ âûäåëåí ñèíèì öâåòîì.

âàåìñÿ íà ëèñòå D1 ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Íàõîäèì çíà÷åíèå ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z = 2,
ëåæàùåé íà ëèñòå D1, ñì. (24.2),

f1(z)|z=2 = 3

√
r1

r2
2r3

exp

(
ϕ1 − 2ϕ2 − ϕ3 + π + 2πn

3
i

)
=

 n = 1
r1 = 6, r2 = 1, r3 = 3

ϕ1 = π, ϕ2 = 2π, ϕ3 = 0

 =
3
√

2. �

Îòâåò: Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè f(z) = 3

√
8−z

(1+z)(1−z)2 èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 40. Ïðè

ýòîì íà ëèñòå Dn ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (24.2), ãäå ϕ1 ∈ (0, 2π), ϕ2 ∈ (0, 2π), ϕ3 ∈ (−π, π).
Ðåçóëüòàò àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ f(z)|γ = 3

√
2.

Ïðèìåð 24.3. Îïèñàòü ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè f(z) =
√

1 +
√
z. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî

f(4) =
√

3 íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z = 4 ïîñëå åå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ
âäîëü îêðóæíîñòè γ = {z : |z| = 4} ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ðåøåíèå. Òî÷êè âåòâëåíèÿ ôóíêöèè f(z) =
√

1 +
√
z ðàñïîëàãàþòñÿ â íóëÿõ ïîäêîðåííûõ

âûðàæåíèé. Òàêèõ òî÷åê äâå z1 = 0 è z2 = 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü îäíîçíà÷íûå âåòâè
ôóíêöèè f(z), áóäåì åå ðàññìàòðèâàòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè Cz ñ ðàçðåçàìè âäîëü ëó÷åé
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(−∞, 0] è [1,+∞). Ôóíêöèþ f(z) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé f(z) =
h(g(z)), ãäå

ζ = g(z) =
√
z : Cz → Cζ è w = h(ζ) =

√
1 + ζ : Cζ → Cw.

ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) äîïóñêàåò âûäåëåíèÿ ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ âåòâåé. Ïîýòîìó óäîáíî
çàïàñòèñü ÷åòûðìÿ ëèñòàìè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçàìè è ñ êàæäûì èç íèõ ñâÿçàòü
ñâîþ âåòâü f(z). Îáîçíà÷èì ýòè ëèñòû ÷åðåç D1, D2, D3 è D4.
Äëÿ ôèêñàöèè âåòâè ôóíêöèè g(z) óäîáíî ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì z = reiϕ. Îòñþäà

ζ = gn(z) =
√
z =
√
r exp

(
i
ϕ

2
+ iπn

)
, n = 0, 1.

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ ∈ (−π, π). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàçðåçó (−∞, 0] íà Cz.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ g0(z) çàäàíà íà ëèñòåD1 (D2). Îáîçíà-

÷èì îáðàç îáëàñòèD1 (D2) ïðè îòîáðàæåíèè g0(z) ÷åðåç G1 (G2). Äëÿ ôèêñàöèè âåòâåé ôóíêöèè
h(ζ), çàäàííûõ íà G1 (G2), óäîáíî ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì âèäà ζ = −1+ρeiψ. Îòñþäà

w = hk0(ζ) =
√

1 + ζ =
√
ρ exp

(
i
ψ

2
+ iπk

)
, k = 0, 1.

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ψ ∈ (−π/2, π/2). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî îáëàñòü G1 (G2) ðàñïîëà-
ãàåòñÿ ïðàâåå òî÷êè ζ = −1.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ôèêñèðîâàëè äâå âåòâè ôóíêöèè f(z). Ïåðâàÿ âåòâü f1(z) = h0

0(g0(z))
çàäàåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé (ñì. ðèñóíîê 42)

ζ = g0(z) : D1 → G1, w = h0
0(ζ) : G1 → E1.

Âòîðàÿ âåòâü f2(z) = h1
0(g0(z)) çàäàåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé (ñì. ðèñóíîê 43)

ζ = g0(z) : D2 → G2, w = h1
0(ζ) : G2 → E2.

Ðèñ. 42. Îòîáðàæåíèå f1(z) = h0
0(g0(z)).

Ðèñ. 43. Îòîáðàæåíèå f2(z) = h1
0(g0(z)).

Ôèêñèðóåì åùå äâå âåòâè ôóíêöèè f(z) îòâå÷àþùèå n = 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ g1(z)
çàäàíà íà ëèñòåD3 (D4). Îáîçíà÷èì îáðàç îáëàñòèD3 (D4) ïðè îòîáðàæåíèè g1(z) ÷åðåçG3 (G4).
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Äëÿ ôèêñàöèè âåòâåé ôóíêöèè h(ζ), çàäàííûõ íà G3 (G4), ïåðåõîäèì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì
ζ = −1 + ρeiψ. Îòñþäà

w = hk1(ζ) =
√

1 + ζ =
√
ρ exp

(
i
ψ

2
+ iπk

)
, k = 0, 1.

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ψ ∈ (−π, π). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî îáëàñòü G3 (G4) ñîäåðæèò
ðàçðåç âäîëü ëó÷à (−∞, 1].
Èòàê, ìû ôèêñèðîâàëè îñòàâøèåñÿ äâå âåòâè ôóíêöèè f(z). Òðåòüÿ âåòâü f3(z) = h0

1(g1(z))
çàäàåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé (ñì. ðèñóíîê 44)

ζ = g1(z) : D3 → G3, w = h0
1(ζ) : G3 → E3.

×åòâåðòàÿ âåòâü f4(z) = h1
1(g1(z)) çàäàåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé (ñì. ðèñóíîê 45)

ζ = g1(z) : D4 → G4, w = h1
1(ζ) : G4 → E4.

Ðèñ. 44. Îòîáðàæåíèå f3(z) = h0
1(g1(z)).

Ðèñ. 45. Îòîáðàæåíèå f4(z) = h1
1(g1(z)).

Ñêëåéêó ëèñòîâ D1 � D4 â ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü R íåîáõîäèìî ïðîâåñòè òàê, ÷òîáû â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èëàñü íåïðåðûâíàÿ, à ñëåäîâàòåëüíî ðåãóëÿðíàÿ, ôóíêöèÿ f(z) íà R. Ñðàâíèâàÿ
çíà÷åíèÿ (ñì. îáëàñòè E1 � E4) ðàçëè÷íûõ âåòâåé ôóíêöèè f(z) íà ñîîòâåòñòâóþùèõ áåðåãàõ
ðàçðåçîâ, ëåãêî âûïîëíèòü òðåáóåìóþ ñêëåéêó, ñì. ðèñóíîê 46.
Çàìåòèì, ÷òî íà ëèñòàõ D1 è D2 ðàçðåçû [1,+∞) ôàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò

òîìó, ÷òî òî÷êà âåòâëåíèÿ z = 1 ôóíêöèè f(z) âîçíèêàåò êàê íóëü ôóíêöèè 1 + g(z), êîòîðûé
ëåæèò íà ëèñòàõ D3, D4 è îòñóòñòâóåò íà ëèñòàõ D1 è D2.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òî÷êà z0 = 4, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ f(z0) =

√
3, ðàñïîëàãàåòñÿ íà

ëèñòåD1 ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ôóíêöèè f(z). Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå âäîëü îêðóæíîñòè
γ ïðèâîäèò â òî÷êó z1 = 4, íàõîäÿùóþñÿ íà íèæíåì áåðåãó ðàçðåçà [1,+∞) ëèñòà D3. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî f(z1) = i.

Îòâåò: Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè f(z) =
√

1 +
√
z èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 46. Âåòâè

ôóíêöèè f(z) íà ëèñòàõ D1 � D4 ôèêñèðîâàíû êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêàõ 42 � 45. Ðåçóëüòàò
àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ f(z)|γ = i.
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Ðèñ. 46. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè w =
√

1 +
√
z.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 24.4. Îïèñàòü ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè f(z) = 3
√

1− z2. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
f(3) = −2 íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z = −3 ïîñëå åå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ
âäîëü âåðõíåé äóãè îêðóæíîñòè |z| = 3.

Îòâåò: f(z)|γ = 2 e−i
π
3 .

Çàäà÷à 24.5. Îïèñàòü ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè f(z) = 3

√
(z+1)(z−2)

z−1
. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî

f(3) = 3
√

2 íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z = −2 ïîñëå åå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ
âäîëü êîíòóðà γ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 47.

Îòâåò: f(z)|γ = 3

√
4
3
ei

2π
3 .

Çàäà÷à 24.6. Îïèñàòü ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè f(z) =
√

ln z . Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî f(e) =
1 íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z = e2 ïîñëå åå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ âäîëü
êîíòóðà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 48.

Îòâåò: f(z)|γ = −2 + 2πi.
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Ðèñ. 47. Êîíòóð γ âûäåëåí çåëåíûì öâåòîì. Ðèñ. 48. Êîíòóð γ âûäåëåí çåëåíûì öâåòîì.

25. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ îò ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé ïî
ïîëóîñè (ñòåïåííûå è ëîãàðèôìè÷åñêèå îñîáåííîñòè).

Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî îñè, ïîëóîñè èëè îòðåçêó îò êàêîé-ëèáî ôóíêöèè ïî
âû÷åòàì, íàì íåîáõîäèìî îòâåòèòü íà íåñêîëüêî âîïðîñîâ. Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî äîãîâîðèòüñÿ
î òîì, êàêóþ ôóíêöèþ ìû áóäåì èíòåãðèðîâàòü. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðå÷ü èäåò î ìíîãîçíà÷íîé
ôóíêöèè, òî íóæíî ôèêñèðîâàòü åå ðåãóëÿðíóþ âåòâü. Âî-âòîðûõ, íóæíî âûáðàòü çàìêíóòûé
êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ, ÷òîáû âïîñëåäñòâèè ìîæíî áûëî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î âû÷åòàõ.
Â-òðåòüèõ, íåîáõîäèìî ñâÿçàòü èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ñ èñõîäíûì èíòåãðàëîì.
Ñ ïîäîáíîé ïðîöåäóðîé ìû óæå ñòàëêèâàëèñü, íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ îò

ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïî îñè. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûå ïðèìåðû, à èìåííî, âû-
÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ îò ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé ïî ïîëóîñè. Ìû ïîçâîëèì ñåáå ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî òàêèå ïðèìåðû, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå ôóíêöèè, èíòåãðàë îò êîòîðîé ìû áóäåì âïîñëåä-
ñòâèè ñ÷èòàòü ïî âû÷åòàì, ìîæíî âûáèðàòü òó æå ñàìóþ ôóíêöèþ, ÷òî è â èñõîäíîì èíòåãðàëå
(ò. å. â òîì, êîòîðûé íóæíî âû÷èñëèòü). Ïðè ýòîì ìû ðàçáåðåì íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ
âûáîðà êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âèäà
∞∫

0

xαR(x) dx, α ∈ C \ Z, (25.1)

ãäå R(x) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, îñîáûå òî÷êè êîòîðîé ðàñïîëàãàþòñÿ âíå ïîëóîñè [0,+∞).
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èíòåãðàë (25.1) ñõîäèòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ
âèäà (25.1) ïðîâîäèòñÿ â ÷åòûðå øàãà.

(1) Âûäåëÿåì ðåãóëÿðíóþ âåòâü f0(z) ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè f(z) = zαR(z) â êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì âäîëü êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ [0,+∞). Óäîáíî ôèêñèðîâàòü âåòâü
òàê, ÷òîáû íà âåðõíåì áåðåãó ðàçðåçà [0,+∞) îíà ñîâïàäàëà ñ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöè-
åé xαR(x). Òîãäà íà íèæíåì áåðåãó âåòâü f0(z) áóäåò ñîâïàäàòü ñ ôóíêöèåé e2πiαxαR(x).

(2) Âû÷èñëÿåì ïî âû÷åòàì èíòåãðàë∮
γ

f0(z) dz = 2πi
∑
n

res
z=zn

f0(z), (25.2)

ãäå zn � âñå ïîëþñà ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè R(z) è êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ γ èçîáðàæåí
íà ðèñóíêå 49.
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Ðèñ. 49. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ γ âûäåëåí êðàñíûì öâåòîì.

(3) Ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè ρ → 0 è R → +∞. Ïðè ýòîì èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (25.1)
ñëåäóåò, ÷òî

lim
ρ→0

∮
|z|=ρ

f0(z) dz = 0, lim
R→+∞

∮
|z|=R

f0(z) dz = 0.

Îòñþäà

lim
ρ→0

lim
R→+∞

∮
γ

f0(z) dz =

+∞∫
0

f0(z + i0) dz +

0∫
+∞

f0(z − i0) dz. (25.3)

(4) Ñðàâíèâàÿ (25.3) è (25.2), ïîëó÷èì

+∞∫
0

f0(z + i0) dz −
+∞∫
0

f0(z − i0) dz = 2πi
∑
n

res
z=zn

f0(z).

Îòñþäà
+∞∫
0

xαR(x) dx− e2πiα

+∞∫
0

xαR(x) dx = 2πi
∑
n

res
z=zn

f0(z),

+∞∫
0

xαR(x) dx =
2πi

1− e2πiα

∑
n

res
z=zn

f0(z).

◦ Åñëè èñõîäíûé èíòåãðàë (25.1) áåðåòñÿ îò âåùåñòâåííîé ôóíêöèè, òî ïðèâîäèì îòâåò ê
âåùåñòâåííîìó âèäó.

Ïðèìåð 25.1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫

0

√
x

x2 + 1
dx.
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Ðåøåíèå. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèì â ÷åòûðå øàãà.

Øàã 1. Ôèêñèðóåì âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè f(z) =
√
z

z2+1

f0(z) =

√
r

z2 + 1
ei
ϕ
2 , z = reiϕ,

ãäå ϕ ∈ (0, 2π).
Øàã 2. Ó ôóíêöèè f0(z) äâà ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà z1 = i è z2 = −i âíóòðè êîíòóðà γ,

èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 49. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î âû÷åòàõ, íàéäåì èíòåãðàë∮
γ

f0(z) dz = 2πi

(
res
z=i

f0(z) + res
z=−i

f0(z)

)
= 2πi

(√
r

2z
ei
ϕ
2

∣∣∣∣
z=i

+

√
r

2z
ei
ϕ
2

∣∣∣∣
z=−i

)
= (25.4)

= 2πi

(
1

2i
ei
π
4 +

1

−2i
ei

3π
4

)
= π
√

2.

Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèÿ âû÷åòà â òî÷êå z2 = −i ìû ïîëîæèëè ϕ = 3π
2
,

à íå ϕ = −π
2
, ïîñêîëüêó äëÿ âåòâè f0(z) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ϕ ∈ (0, 2π).

Øàã 3. Ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè ρ→ 0 è R→ +∞. Ïðè ýòîì

lim
ρ→0

∣∣∣∣∣∣∣
∮
|z|=ρ

f0(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ 6 lim
ρ→0

2πρmax
|z|=ρ

∣∣∣∣ √ρ1 + z2

∣∣∣∣ 6 4π lim
ρ→0

ρ3/2 = 0,

lim
R→+∞

∣∣∣∣∣∣∣
∮
|z|=R

f0(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ 6 lim
R→+∞

2πRmax
|z|=R

∣∣∣∣∣
√
R

1 + z2

∣∣∣∣∣ 6 4π lim
R→+∞

R−1/2 = 0.

Îòñþäà

lim
ρ→0

lim
R→+∞

∫
γ

f0(z) dz =

+∞∫
0

f0(z + i0) dz −
+∞∫
0

f0(z − i0) dz. (25.5)

Çàìå÷àåì òåïåðü, ÷òî íå âåðõíåì áåðåãó ðàçðåçà ϕ = 0, à íà íèæíåì ϕ = 2π, ïîýòîìó

f0(z + i0) =

√
x

x2 + 1
ïðè z = x ∈ [0,+∞),

f0(z − i0) =

√
x

x2 + 1
eiπ = −

√
x

x2 + 1
ïðè z = x ∈ [0,+∞),

Îòñþäà è èç (25.5) íàéäåì

lim
ρ→0

lim
R→+∞

∫
γ

f0(z) dz = 2

∞∫
0

√
x

x2 + 1
dx. (25.6)

Øàã 4. Ñðàâíèâàÿ (25.4) è (25.6) ïîëó÷èì, ÷òî
∞∫

0

√
x

x2 + 1
dx =

π√
2
. �

Îòâåò:
∞∫
0

√
x

x2+1
dx = π√

2
.
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Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âèäà
∞∫

0

R(x) lnx dx, (25.7)

ãäå R(x) � ÷åòíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

R(−x) = R(x),

îñîáûå òî÷êè êîòîðîé ðàñïîëàãàþòñÿ âíå ïîëóîñè [0,+∞). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èíòåãðàë
(25.7) ñõîäèòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ âèäà (25.7) ïðîâîäèòñÿ â ïÿòü øàãîâ.

(1) Âûäåëÿåì ðåãóëÿðíóþ âåòâü f0(z) ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè f(z) = R(z) ln z â ïîëóïëîñêî-
ñòè Im(z) > 0. Óäîáíî ôèêñèðîâàòü âåòâü òàê, ÷òîáû íà ïîëóîñè [0,+∞) îíà ñîâïàäàëà ñ
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé R(x) lnx. Òîãäà íà ëåâîé ïîëóîñè (−∞, 0] âåòâü f0(z) áóäåò
ñîâïàäàòü ñ ôóíêöèåé R(|x|)(ln |x|+ πi).

(2) Âû÷èñëÿåì ïî âû÷åòàì èíòåãðàë∮
γ

f0(z) dz = 2πi
∑

Im(zn)>0

res
z=zn

f0(z), (25.8)

ãäå zn � âñå ïîëþñà ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè R(z) è êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ γ èçîáðàæåí
íà ðèñóíêå 50.

Ðèñ. 50. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ γ âûäåëåí êðàñíûì öâåòîì.

(3) Ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè ρ → 0 è R → +∞. Ïðè ýòîì èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (25.7)
ñëåäóåò, ÷òî

lim
ρ→0

∫
{|z|=ρ}∩{Im(z)>0}

f0(z) dz = 0, lim
R→+∞

∫
{|z|=R}∩{Im(z)>0}

f0(z) dz = 0.

Îòñþäà

lim
ρ→0

lim
R→+∞

∮
γ

f0(z) dz =

0∫
−∞

f0(z + i0) dz +

+∞∫
0

f0(z + i0) dz. (25.9)

(4) Ñðàâíèâàÿ (25.9) è (25.8), ïîëó÷èì

0∫
−∞

f0(z + i0) dz +

+∞∫
0

f0(z + i0) dz = 2πi
∑
n

res
z=zn

f0(z).
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Îòñþäà
0∫

−∞

R(x)(ln |x|+ πi) dx+

+∞∫
0

R(x) lnx dx = 2πi
∑

Im(zn)>0

res
z=zn

f0(z)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x → −x â ïåðâîì èíòåãðàëå. Ó÷èòûâàÿ ÷åòíîñòü ôóíê-
öèè R(x), ïîëó÷èì

+∞∫
0

R(x)(ln |x|+ πi) dx+

+∞∫
0

R(x) lnx dx = 2πi
∑

Im(zn)>0

res
z=zn

f0(z),

+∞∫
0

R(x) lnx dx = πi
∑

Im(zn)>0

res
z=zn

f0(z)− πi

4

∫
R

R(x) dx. (25.10)

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî

2

+∞∫
0

R(x) dx =

∫
R

R(x) dx.

(5) Âû÷èñëÿåì èíòåãðàë
∫
R
R(x) dx, íàïðèìåð, ìåòîäîì, èçëîæåííûì íà ñòð. 51, è ïîäñòàâ-

ëÿåì ðåçóëüòàò â (25.10).
◦ Åñëè èñõîäíûé èíòåãðàë (25.7) áåðåòñÿ îò âåùåñòâåííîé ôóíêöèè, òî ïðèâîäèì îòâåò ê
âåùåñòâåííîìó âèäó.

Ïðèìåð 25.2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫

0

lnx

x2 + 4
dx. (25.11)

Ðåøåíèå. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèì â ïÿòü øàãîâ.
Øàã 1. Ôèêñèðóåì âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè f(z) = ln z

z2+1

f0(z) =
ln r + iϕ

z2 + 4
, z = reiϕ,

ãäå ϕ ∈ (0, π).
Øàã 2. Óôóíêöèè f0(z) îäèí ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà z1 = 2i âíóòðè êîíòóðà γ, èçîáðàæåííîãî

íà ðèñóíêå 50. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î âû÷åòàõ, âû÷èñëèì èíòåãðàë∮
γ

f0(z) dz = 2πi res
z=2i

f0(z) = 2πi
ln r + iϕ

2z

∣∣∣∣
z=2i

=
[
r = 2, ϕ =

π

2

]
=
π

2

(
ln 2 +

πi

2

)
. (25.12)

Øàã 3. Ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè ρ→ 0 è R→ +∞. Ïðè ýòîì

lim
ρ→0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

{|z|=ρ}∩{Im(z)>0}

f0(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ 6 lim
ρ→0

πρmax
|z|=ρ

∣∣∣∣ |ln ρ|+ π

1 + z2

∣∣∣∣ 6 4π lim
ρ→0

ρ |ln ρ| = 0,

lim
R→+∞

∣∣∣∣∣∣∣
∫

{|z|=R}∩{Im(z)>0}

f0(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ 6 lim
R→+∞

πR max
|z|=R

∣∣∣∣ lnR

1 + z2

∣∣∣∣ 6 4π lim
R→+∞

lnR

R
= 0.
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Îòñþäà

lim
ρ→0

lim
R→+∞

∮
γ

f0(z) dz =

0∫
−∞

f0(z + i0) dz +

+∞∫
0

f0(z + i0) dz = (25.13)

=

0∫
−∞

ln |x|+ iπ

x2 + 4
dx+

+∞∫
0

lnx

x2 + 4
dx =

+∞∫
0

lnx+ iπ

x2 + 4
dx+

+∞∫
0

lnx

x2 + 4
dx =

= 2

+∞∫
0

lnx

x2 + 4
dx+ πi

+∞∫
0

1

x2 + 4
dx.

Øàã 4. Ñðàâíèâàÿ (25.12) è (25.13) íàéäåì, ÷òî
∞∫

0

lnx

x2 + 4
dx =

π

4

(
ln 2 +

πi

2

)
− πi

2

∞∫
0

1

x2 + 4
dx =

π

4

(
ln 2 +

πi

2

)
− πi

4

∫
R

1

x2 + 4
dx. (25.14)

Øàã 5. Âû÷èñëèì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (25.14), ñì. ïðèìåð 16.1,∫
R

1

x2 + 4
dx = 2πi res

z=2i

1

z2 + 4
=
π

2
. (25.15)

Ïîäñòàâëÿÿ (25.14) â (25.15), íàéäåì
∞∫

0

lnx

x2 + 4
dx =

π

4

(
ln 2 +

πi

2

)
− πi

4

π

2
=
π ln 2

4
. �

Çàìå÷àíèå 25.3. Â äàííîì ïðèìåðå ìîæíî áûëî èçáåæàòü âûïîëíåíèÿ ïÿòîãî øàãà. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî áûëî âçÿòü âåùåñòâåííóþ ÷àñòü îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (25.14).

Îòâåò:
∞∫
0

lnx
x2+4

dx = π ln 2
4
.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 25.4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫
0

dx
3√x (x+1)

.

Îòâåò:
∞∫
0

dx
3√x (x+1)

= 2π√
3
.

Çàäà÷à 25.5. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫
0

dx
3√x (x−8i)

.

Îòâåò:
∞∫
0

dx
3√x (x−8i)

= π(3+i
√

3)
6

.

Çàäà÷à 25.6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫
0

dx
4√x (x+16i)

.

Îòâåò:
∞∫
0

dx
4√x (x+16i)

= π√
2
e−i

3π
8 .
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Çàäà÷à 25.7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫
0

dx
2√x(x+1)(x+4)

.

Îòâåò:
∞∫
0

dx√
x (x+1)(x+4)

= π
6
.

Çàäà÷à 25.8. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫
0

3√x
(x+1)(x+8)

dx.

Îòâåò:
∞∫
0

3√x
(x+1)(x+8)

dx = 2π
7
√

3
.

Çàäà÷à 25.9. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫
0

3√x
(x+1)2+1

dx.

Îòâåò:
∞∫
0

3√x
(x+1)2+1

dx =
sin π

12

sin π
3
π 6
√

2 = (
√

3−1)π
3√2
√

3
.

Çàäà÷à 25.10. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫
0

1
(x−1)2+1

dx
3√x .

Îòâåò:
∞∫
0

1
(x−1)2+1

dx
3√x = π 3√2√

3
.

Çàäà÷à 25.11. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫
0

√
x

(x+1)2 dx.

Îòâåò:
∞∫
0

√
x

(x+1)2 dx = π
2
.

Çàäà÷à 25.12. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫
0

√
x

(x2+4)(x−2i)
dx.

Îòâåò:
∞∫
0

√
x

(x2+4)(x−2i)
dx = π(1+i)

16
.

Çàäà÷à 25.13. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫
0

lnx
(x2+1)2 dx.

Îòâåò:
∞∫
0

lnx
(x2+1)2 dx = −π

4
.

Çàäà÷à 25.14. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫
0

lnx
(x2+1)

√
x
dx.

Îòâåò:
∞∫
0

lnx
(x2+1)

√
x
dx = − π2

2
√

2
.

Çàäà÷à 25.15. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫
0

ln(x2+1)
(x2+4)

dx.

Îòâåò:
∞∫
0

ln(x2+1)
x2+4

dx = π ln 3.
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26. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ îò ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé ïî
îòðåçêó (ñòåïåííûå îñîáåííîñòè) (ïðè íàëè÷èè

âðåìåíè).

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ îò ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé ïî îòðåçêó (è ïî ïîëóîñè òîæå) ïî âû÷å-
òàì âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè åäèíñòâåííûìè òî÷êàìè âåòâëåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ êîíöû êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âèäà

b∫
a

(x− a)α(x− b)βR(x) dx, (26.1)

ãäå −∞ < a, b < +∞, R(x) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, îñîáûå òî÷êè êîòîðîé ðàñïîëàãàþòñÿ
âíå îòðåçêà [a, b]. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïàðàìåòðû α è β ïîäîáðàíû òàê, ÷òî ó ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè íåò òî÷êè âåòâëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè è èíòåãðàë (26.1) ñõîäèòñÿ â îáû÷íîì
ñìûñëå. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ âèäà (26.1) ïðîâîäèòñÿ â òðè øàãà.

(1) Âûäåëÿåì ðåãóëÿðíóþ âåòâü f0(z) ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè f(z) = (z − a)α(z − b)βR(z) â
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì âäîëü êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ [a, b]. Ýòî âîçìîæíî
áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè íåò òî÷êè âåòâëåíèÿ. Óäîáíî ôèêñèðîâàòü âåòâü
òàê, ÷òîáû íà âåðõíåì áåðåãó ðàçðåçà [a, b] âåòâü f0(z) ñîâïàäàëà ñ ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèåé (x − a)α(x − b)βR(x). Òîãäà íà íèæíåì áåðåãó âåòâü f0(z) áóäåò ñîâïàäàòü ñ
ôóíêöèåé e2πi(α−β)(x− a)α(x− b)βR(x).

(2) Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ γ âûáèðàåì êàê íà ðèñóíêå 51. Ïðè ýòîì ðàäèóñ R ñ÷èòàåì
íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî âñå êîíå÷íûå îñîáåííîñòè ôóíêöèè R(z) ðàñïîëàãàþòñÿ âíóòðè
îêðóæíîñòè |z| = R. Âû÷èñëÿåì ïî âû÷åòàì èíòåãðàë

Ðèñ. 51. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ γ âûäåëåí êðàñíûì öâåòîì.∮
γ

f0(z) dz = 2πi
∑
n

res
z=zn

f0(z), (26.2)

ãäå zn � âñå ïîëþñà ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè R(z).
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Ïåðåïèøåì òåïåðü èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (26.2) â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ ïî âíóòðåí-
íåìó êîíòóðó, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç γab, è ïî îêðóæíîñòè |z| = R. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì∮

γab

f0(z) dz = 2πi
∑
n

res
z=zn

f0(z)−
∮
|z|=R

f0(z) dz = 2πi
∑
n

res
z=zn

f0(z) + 2πi res
z=∞

f0(z). (26.3)

(3) Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðàâèëüíî áûëî áû â îêðåñòíîñòè òî÷åê a è b êîíòóð γ âûïîëíèòü â
âèäå ìàëåíüêèõ îêðóæíîñòåé |z− a| = ρ, êàê íà ðèñóíêå 49, ñòð 85, â îêðåñòíîñòè íóëÿ,
è çàòåì ïåðåõîäèòü ê ïðåäåëó ïðè ρ → 0. Îäíàêî ìû óæå ìîãëè óáåäèòüñÿ íà ïðèìåðå
âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ âèäà (25.1), ÷òî â ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîé îñîáåííîñòè â òî÷êå
ýòîãî ìîæíî íå äåëàòü.
Òàêèì îáðàçîì, ê ïðåäåëó ïåðåõîäèòü íå íóæíî, à äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïðåîáðàçîâàòü

èíòåãðàë ïî êîíòóðó γab∮
γab

f0(z) dz =

b∫
a

f0(z + i0) dz +

a∫
b

f0(z − i0) dz =

=

b∫
a

(x− a)α(x− b)βR(x) dx+ e2πi(α−β)

a∫
b

(x− a)α(x− b)βR(x) dx =

=
(
1− e2πi(α−β)

) b∫
a

(x− a)α(x− b)βR(x) dx. (26.4)

Ñðàâíèâàÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (26.3) è (26.4), íàéäåì

b∫
a

(x− a)α(x− b)βR(x) dx =
2πi

1− e2πi(α−β)

(∑
n

res
z=zn

f0(z) + res
z=∞

f0(z)

)
.

◦ Åñëè èñõîäíûé èíòåãðàë (26.1) áåðåòñÿ îò âåùåñòâåííîé ôóíêöèè, òî ïðèâîäèì îòâåò ê
âåùåñòâåííîìó âèäó.

Ïðèìåð 26.1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

1∫
0

√
x(1− x)

x+ 2
dx.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèì â òðè øàãà.

Øàã 1. Ôèêñèðóåì âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè f(z) =

√
z(1−z)
z+2

. Äëÿ ýòîãî ââîäèì â ðàñ-
ñìîòðåíèå äâå ñèñòåìû ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ âåòâëåíèÿ z1 = 0 è z2 = 1 è
ôèêñèðóåì ñ èõ ïîìîùüþ âåòâü ôóíêöèè f(z)

f0(z) =

√
r1r2

z + 2
exp

(
ϕ1 + ϕ2 − π

2
i

)
, z = r1e

iϕ1 , z − 1 = r2e
iϕ2 ,

ãäå ϕ1 ∈ (0, 2π) è ϕ2 ∈ (0, 2π).
Ïîäîáíàÿ ôèêñàöèÿ ïðåäåëîâ èçìåíåíèÿ óãëîâ ϕ1 è ϕ2 ñîîòâåòñòâóåò ðàçðåçó [0,+∞) íà

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà âåðõíåì (ϕ1 = ϕ2 = 0) è íèæíåì
(ϕ1 = ϕ2 = 2π) áåðåãàõ ðàçðåçà [1,+∞) çíà÷åíèÿ âåòâè f0(z) ñîâïàäàþò è, ñëåäîâàòåëüíî,
òî÷êà z =∞ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ.
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Ñðàçó âû÷èñëèì çíà÷åíèå âåòâè f0(z) íà âåðõíåì áåðåãó ðàçðåçà [0, 1]

f0(x+ i0) = [ϕ1 = 0, ϕ2 = π] =

√
x(1− x)

x+ 2
, x ∈ [0, 1]

è íà íèæíåì

f0(x− i0) = [ϕ1 = 2π, ϕ2 = π] = −
√
x(1− x)

x+ 2
, x ∈ [0, 1].

Øàã 2. Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ïî êîíòóðó γ, ñì. ðèñóíîê 51, îò ôóíêöèè f0(z) ïîëó÷èì, ñì.
(26.3), ∮

γab

f0(z) dz = 2πi res
z=−2

f0(z) + 2πi res
z=∞

f0(z). (26.5)

Íàéäåì âû÷åò â òî÷êå z = −2, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïåðâîãî ïîðÿäêà,

res
z=−2

f0(z) =
√
r1r2 exp

(
ϕ1 + ϕ2 − π

2
i

)∣∣∣∣
z=−2

=

[
r1 = 2, r2 = 3
ϕ1 = π, ϕ2 = π

]
=
√

6 ei
π
2 = i

√
6. (26.6)

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè âû÷åò íà áåñêîíå÷íîñòè, ðàçëîæèì ôóíêöèþ f(z) â ðÿä Ëîðàíà â
îêðåñòíîñòè òî÷êè z =∞

f(z) =

√
z(1− z)

z + 2
= ±i

√
1− 1

z

1 + 2
z

= ±i
(

1− 1

2z
+O(z−2)

)(
1− 2

z
+O(z−2)

)
=

= ±i
(

1− 5

2z
+O(z−2)

)
(26.7)

×òîáû ïîíÿòü êàêîé çíàê îòâå÷àåò âåòâè f0(z) âûÿñíèì êàê âåäåò ñåáÿ f(z) ïðè z → +∞. Â
ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëîæèòü ϕ1 = ϕ2 = 0 è z ∼ r1 ∼ r2

f0(z) =

√
r1r2

z + 2
exp

(
ϕ1 + ϕ2 − π

2
i

)
= e−i

π
2 +O(z−1) = −i+O(z−1). (26.8)

Ñðàâíèâàÿ àñèìïòîòèêè (26.8) è (26.7), íàéäåì

f0(z) = −i
(

1− 5

2z
+O(z−2)

)
= −i+

5i

2z
+O(z−2).

Îòñþäà

res
z=∞

f0(z) = −5i

2
. (26.9)

Ïîäñòàâëÿÿ (26.6) è (26.9) â (26.5), ïîëó÷èì∮
γab

f0(z) dz = 2πi

(
i
√

6− 5i

2

)
= π(5− 2

√
6). (26.10)

Øàã 3. Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë ïî êîíòóðó γab∮
γab

f0(z) dz =

1∫
0

f0(x+ i0) dx+

0∫
1

f0(x− i0) dx =

=

1∫
0

√
x(1− x)

x+ 2
dx−

0∫
1

√
x(1− x)

x+ 2
dx = 2

1∫
0

√
x(1− x)

x+ 2
dx. (26.11)
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Ñðàâíèâàÿ (26.9) è (26.11), íàéäåì çíà÷åíèå èñõîäíîãî èíòåãðàëà

1∫
0

√
x(1− x)

x+ 2
dx =

π(5− 2
√

6)

2
. �

Îòâåò:
1∫
0

√
x(1−x)

x+2
dx = π(5−2

√
6)

2
.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 26.2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
4∫
0

dx√
x(4−x)

.

Îòâåò:
4∫
0

dx√
x(4−x)

= π.

Çàäà÷à 26.3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
1∫
−1

√
1−x2

2−x dx.

Îòâåò:
1∫
−1

√
1−x2

2−x dx = (2−
√

3)π.

Çàäà÷à 26.4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
2∫
1

1
x2

3

√
x−1
2−x dx.

Îòâåò:
2∫
1

1
x2

3

√
x−1
2−x dx = π

3
√

3 3√2
.

Çàäà÷à 26.5. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
1∫
0

1+x
3
√
x(x−1)2

dx.

Îòâåò:
1∫
0

1+x
3
√
x(x−1)2

dx = 10π
3
√

3
.

Çàäà÷à 26.6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
1∫
0

√
x(1− x) dx.

Îòâåò:
1∫
0

√
x(1− x) dx = π

8
.

Çàäà÷à 26.7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
2∫
0

√
4− x2 dx.

Îòâåò:
2∫
0

√
4− x2 dx = π.

Çàäà÷à 26.8. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë7
1∫
−1

ln
(

1−x
1+x

)
dx
x+2

.

7Ðàññìîòðèòå èíòåãðàë îò ôóíêöèè ln2
(

1−z
1+z

)
1

z+2 ïî êîíòóðó, èçîáðàæåííîìó íà ðèñóíêå 51.
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Îòâåò:
1∫
−1

ln
(

1−x
1+x

)
dx
x+2

= 1
2

ln2 3.

Çàäà÷à 26.9. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
2π∫
0

ln(5 + 4 cosϕ) dϕ.

Îòâåò:
2π∫
0

ln(5 + 4 cosϕ) dϕ = 4π ln 2.
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27. 6-àÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà (çàäà÷è: 10, 11; 45 ìèíóò).

Êîììåíòàðèè ê çàäà÷å 10. Ñòóäåíò äîëæåí óìåòü ââîäèòü ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, ñâÿ-
çàííûå ñ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ, âûðàæàòü ÷åðåç íèõ ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ, ïðîâîäèòü ðàçðåçû
òàê, ÷òîáû êîíòóð, âäîëü êîòîðîãî íåîáõîäèìî èñêàòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå, íå ïåðåñå-
êàë ðàçðåçû, ïîíèìàòü ðàçíèöó ìåæäó âåðõíèì è íèæíèì áåðåãàìè ðàçðåçà.
Êîììåíòàðèè ê çàäà÷å 11. Ñòóäåíò äîëæåí ïîíèìàòü, ÷òî äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû î âû-

÷åòàõ íóæíà îäíîçíà÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ è çàìêíóòûé êîíòóð, óìåòü ïðàâèëüíî âûáèðàòü
ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ è çàìêíóòûé êîíòóð, óìåòü âû÷èñëÿòü âû÷åò â ïîëþñå ïåðâîãî ïîðÿäêà
(ðåãóëÿðíîé âåòâè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè), â ÷àñòíîñòè, ïðàâèëüíî âûáèðàòü àðãóìåíò â òî÷-
êàõ íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ïðè âû÷èñëåíèè âû÷åòà (íàïðèìåð, â òî÷êå −i). Íà êîíòðîëüíóþ
âûíîñÿòñÿ òîëüêî èíòåãðàëû ïî ïîëóîñè ñî ñòåïåííûìè îñîáåííîñòÿìè è ïîëþñàìè íå âûøå
ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �6.

Çàäà÷à 10. Âûäåëèòü îäíîçíà÷íóþ ðåãóëÿðíóþ âåòâü ôóíêöèè

f(z) = 3
√

(1− z)(8 + z),

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ f(0) = 2. Íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå z = 2 ïîñëå åå àíà-
ëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ âäîëü îêðóæíîñòè |z − 1| = 1 (íàïðàâëåíèå îáõîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè).

Îòâåò:
3
√

10 ei
π
3 .

Çàäà÷à 11. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫

0

dx

(x2 + 1) 3
√
x
.

Îòâåò:
∞∫
0

dx
(x2+1) 3√x = π√

3
.

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �6.

Çàäà÷à 10. Âûäåëèòü îäíîçíà÷íóþ ðåãóëÿðíóþ âåòâü ôóíêöèè

f(z) = ln
2− z
2 + z

,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ f(0) = 0. Íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå z = 4 ïîñëå åå àíà-
ëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ âäîëü îêðóæíîñòè |z − 2| = 2 (íàïðàâëåíèå îáõîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè).

Îòâåò: ???.

Çàäà÷à 11. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∞∫

0

dx

(x+ 4i)
√
x
.

Îòâåò:
∞∫
0

dx
(x+4i)

√
x

=???.
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28. Ñâîéñòâà êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé. Òåîðåìà Ðèìàíà.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Ìû ïîçâî-
ëèì ñåáå äàòü íåñòðîãîå îïðåäåëåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 28.1 (Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå). Ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ C íà-
çûâàþò êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C ñ ïðèñîåäèíåííîé ê íåé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé ∞.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè íà ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,
íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîñòè â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè.

Îïðåäåëåíèå 28.2.

• Ïóñòü f(∞) = w0 6= ∞. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z =∞, åñëè ôóíêöèÿ g(ζ) = f
(

1
ζ

)
ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ζ = 0.

• Ïóñòü f(z0 6= ∞) = ∞. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè z = z0, åñëè ôóíêöèÿ g(z) = 1

f(z)
ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = z0.

• Ïóñòü f(∞) = ∞. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè z =∞, åñëè ôóíêöèÿ g(ζ) = 1

f( 1
ζ )

ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ζ = 0.

Îïðåäåëåíèå 28.3. Ïóñòü D è D∗ � îáëàñòè â ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Âçàèì-
íî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå w = f(z) îáëàñòè D íà îáëàñòü D∗ íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíûì,
åñëè f(z) � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ â D.

Òåîðåìà 28.4. Ïóñòü f(z) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D íà D∗ è f−1(z) � îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå ê f(z). Òîãäà

(1) f−1(z) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D∗ íà D.
(2) Ïóñòü z ∈ D, z 6=∞ è f(z) 6=∞, òîãäà f ′(z) 6= 0.
(3) Ïóñòü z ∈ D è z = ∞ èëè f(z) = ∞, òîãäà g′(z) 6= 0, ãäå g(z) � ôóíêöèÿ èç îïðåäåëå-

íèÿ 28.2.
(4) Îòîáðàæåíèå f(z) ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó êðèâûìè â òî÷êàõ èõ ïåðåñå÷åíèÿ, åñëè ýòà

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëåæèò âíóòðè îáëàñòè D (ò. å. íå íà ãðàíèöå).
(5) Îòîáðàæåíèå f(z) ïåðåâîäèò áåñêîíå÷íî ìàëûå îêðóæíîñòè â îêðóæíîñòè ñ òî÷íî-

ñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà ñâîéñòâàõ (4) è (5) òåîðåìû 28.4. Äîïóñòèì, ðàäè óïðîùåíèÿ
îáîçíà÷åíèé, ÷òî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå f(z) ïåðåâîäèò òî÷êó z = 0 â w = 0, è èññëåäóåì
ýòî îòîáðàæåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì ôóíêöèþ f(z) â ðÿä Òåéëîðà
â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0

w = f(z) = f ′(0)z +O(z2). (28.1)

Äëÿ êà÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ (28.1) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ z ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü ïîïðàâêîé O(z2). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

w = f(z) = f ′(0)z. (28.2)

Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì z = reiϕ, ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (28.2) â âèäå

w = f(z) = |f ′(0)|rei(ϕ+arg f ′(0)). (28.3)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå (28.3) ñâîäèòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó ðàñòÿæåíèþ âî âñåõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ ñ êîýôôèöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ |f ′(0)| è ïîâîðîòó íà óãîë arg f ′(0). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè
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ïîâîðîòå è ðàâíîìåðíîì ðàñòÿæåíèè óãëû ìåæäó ïðÿìûìè ñîõðàíÿþòñÿ è îêðóæíîñòè ïåðå-
õîäÿò â îêðóæíîñòè. Ïîñêîëüêó èñõîäíîå îòîáðàæåíèå f(z) ëèøü ïðè ìàëûõ z õîðîøî îïèñû-
âàåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì (28.2), òî è ñâîéñòâà (4) è (5) âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî â ìàëîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0.

Ïðèìåð 28.5. Îòîáðàæåíèå w = f(z) = z2 ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì îáëàñòè
D = {|z| < 1} ∩ {Im z > 0} ∩ {Re z > 0} íà îáëàñòü {|w| < 1} ∩ {Imw > 0}. Ïðè ýòîì óãîë
ìåæäó ïðÿìûìè Im z = 0 è Re z = 0 â òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ, ðàâíûé π

2
, ïåðåõîäèò ïîñëå

îòîáðàæåíèÿ â óãîë, ðàâíûé π. Íå ïðîòèâîðå÷èò ëè ýòî ïóíêòó 4 òåîðåìû 28.4.

Ðåøåíèå. Íå ïðîòèâîðå÷èò, ïîòîìó ÷òî òî÷êà z = 0 ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ Im z = 0 è Re z = 0
ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå îáëàñòè D. �

Îòâåò: Íåò íå ïðîòèâîðå÷èò.

Òåîðåìà 28.6 (Òåîðåìà Ðèìàíà). Ïóñòü çàäàíû äâå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè D è D∗ ñ ãðàíèöà-
ìè, ñîñòîÿùèìè áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè. Ïóñòü çàäàíû äâå òî÷êè z0 ∈ D, w0 ∈ D∗ è äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî α0. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå w = f(z)
îáëàñòè D íà îáëàñòü D∗ òàêîå, ÷òî

w0 = f(z0) è arg f ′(z0) = α0.

Ïðèìåð 28.7. Íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå êðóãà |z| < 1 íà ñåáÿ òàêîå, ÷òî f(0) = 0
è arg f ′(0) = π.

Ðåøåíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðèìåðîì êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ êðóãà |z| < 1 íà ñåáÿ, îñòàâ-
ëÿþùåãî íà÷àëî êîîðäèíàò íà ìåñòå, ìîæåò ñëóæèòü ïîâîðîò w = f(z) = eiαz, ãäå α ∈ R.
Îòñþäà arg f ′(0) = α = π. Èç òåîðåìû Ðèìàíà ñëåäóåò, ÷òî òàêîå îòîáðàæåíèå åäèíñòâåííî. �

Îòâåò: w = f(z) = −z.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 28.8. Íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå êðóãà |z| < 1 íà êðóã |w − 2| < 2 òàêîå,
÷òî arg f ′(0) = π

2
.

Îòâåò: Íàïðèìåð, w = f(z) = 2iz + 2. Òàêîå îòîáðàæåíèå íå åäèíñòâåííî.
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29. Îòîáðàæåíèÿ: zn, n
√
z, ez, ln z.

Ïðèìåð 29.1. Îïðåäåëèòü òèïû îáëàñòåé, êîòîðûå ôóíêöèÿ w = zn, ãäå n ∈ N \ {1}, îòîá-
ðàæàåò êàê êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå.

Ðåøåíèå. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè w = zn îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êå z = 0
è ïîýòîìó îíà íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0,
ñì. òåîðåìó 28.4 ïóíêò 2. Ïîýòîìó îáëàñòü D, íà êîòîðîé ôóíêöèÿ w = zn äåéñòâóåò êàê
êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, íå ìîæåò ñîäåðæàòü òî÷êè z = 0.
Â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = ∞ ôóíêöèÿ f(z) = zn òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîé,

ñì. òåîðåìó 28.4 ïóíêò 3. Çäåñü â êà÷åñòâå g(ζ) íóæíî âçÿòü ôóíêöèþ 1

f( 1
ζ )

= ζn, êîòîðàÿ íå

âçàèìíî îäíîçíà÷íà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ζ = 0.
Äàëåå, óäîáíî ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì ïî îáåèì ïåðåìåííûì z = reiϕ, w = ρeiθ

w = zn ⇐⇒ ρ eiθ = rneinϕ ⇐=

{
ρ = rn,
θ = nϕ.

(29.1)

Âîîáùå ãîâîðÿ, â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ôîðìóëû (29.1) ñëåäîâàëî áû íàïèñàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò
öåëîå ÷èñëî p òàêîå, ÷òî θ = nϕ + 2πp. Îäíàêî, ðàçëè÷íûå öåëûå p ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó
æå çíà÷åíèþ ïåðåìåííîé w. Ïîýòîìó ìû ïîëîæèëè p = 0.
Èç (29.1) ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå w = zn íàèáîëåå ïðîñòî îòîáðàæàåò îáëàñòè, ãðàíèöû

êîòîðûõ ñîñòîÿò èç êðèâûõ âèäà ϕ = ϕ0 èëè r = r0, ãäå ϕ0 è r0 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.
Ïðèìåðîì òàêîé îáëàñòè ìîæåò ñëóæèòü ñåêòîð âèäà

{Φ1 < ϕ < Φ2} ∩ {R1 < r < R2}. (29.2)

Îòîáðàæåíèå w = zn ïåðåâîäèò åãî â ñåêòîð

{nΦ1 < θ < nΦ2} ∩ {Rn
1 < ρ < Rn

2}. (29.3)

Îáñóäèì òåïåðü óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ îòîáðàæåíèå w = zn áóäåò êîíôîðìíûì. Îòîáðàæåíèå
w = zn ðåãóëÿðíî â C, ïîýòîìó äëÿ åãî êîíôîðìíîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî
áûëî âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Ïóñòü äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè z1 = r1e

iϕ1 è z2 = r2e
iϕ2 îòîáðàæàþòñÿ

â îäíó è òó æå òî÷êó w. Òîãäà èç (29.1) ïîëó÷èì{
r1 = r2,
∃ p ∈ Z : ϕ1n = ϕ2n+ 2πp,

⇐⇒
{
r1 = r2,
∃ p ∈ Z : ϕ1 = ϕ2 + 2πp

n
.

(29.4)

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî äâà óãëà θ1 è θ2, îòëè÷àþùèåñÿ íà óãîë 2πp, ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìó
æå ëó÷ó íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè w. Èòàê, äëÿ òîãî ÷òîáû îòîáðàæåíèå w = zn íåêîòîðîé
îáëàñòè D íà îáëàñòü D∗ áûëî êîíôîðìíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáëàñòü D íå
ñîäåðæàëà äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (29.4).
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ w = zn áûëà êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì ñåêòîðà

(29.2) íà ñåêòîð (29.3), äîñòàòî÷íî íàëîæèòü óñëîâèå âèäà

|Φ2 − Φ1| <
2π

n
.

Íà ðèñóíêå 52 ïðèâåäåí ïðèìåð îáëàñòè D, êîòîðóþ ôóíêöèÿ w = z2 êîíôîðìíî îòîáðàæàåò
íà îáëàñòü D∗, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 53. �

Îòâåò: Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ w = zn áûëà êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì îáëàñòè D íà îáðàç,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáëàñòü D íå ñîäåðæàëà òî÷åê z = 0, z = ∞ è íèêàêèõ äâóõ
ðàçëè÷íûõ òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (29.4).
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Ðèñ. 52. Ãðàíèöà ñåêòîðà D =
{

0 < ϕ < π
2

}
∩

{0 < r < 2} èçîáðàæåíà êðàñíûì öâåòîì.
Ðèñ. 53. Ãðàíèöà ñåêòîðà D∗ = {0 < θ < π} ∩
{0 < ρ < 4} èçîáðàæåíà êðàñíûì öâåòîì.

Ïðèìåð 29.2. Îïðåäåëèòü òèïû îáëàñòåé, êîòîðûå ôóíêöèÿ w = n
√
z, ãäå n ∈ N \ {1},

îòîáðàæàåò êàê êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå.

Ðåøåíèå. Â îêðåñòíîñòè òî÷åê z = 0 è z =∞ ôóíêöèÿ w = n
√
z íå âçàèìíî îäíîçíà÷íà, ïîòîìó

÷òî z = 0 è z =∞ åå òî÷êè âåòâëåíèÿ.
Êàê è â ïðèìåðå 29.1, óäîáíî ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì z = reiϕ, w = ρeiθ

w = n
√
z ⇐⇒ ρ eiθ = n

√
rei

ϕ
n ⇐⇒

{
ρ = n
√
r,

θ = ϕ
n

+ 2πp
n
, p ∈ Z. (29.5)

Èç (29.5) ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå w = n
√
z íàèáîëåå ïðîñòî îòîáðàæàåò ñåêòîðà âèäà

{Φ1 < ϕ < Φ2} ∩ {R1 < r < R2}. (29.6)

Ïðè îòîáðàæåíèè w = n
√
z ñåêòîð (29.6) îòîáðàæàåòñÿ â îäèí èç ñåêòîðîâ âèäà{

Φ1

n
+

2πp

n
< θ <

Φ2

n
+

2πp

n

}⋂
{ n
√
R1 < ρ < n

√
R2}, (29.7)

ãäå p = 0, 1, . . . , n− 1 (ëþáîå äðóãîå n ïðèâîäèò ê îäíîìó èç óêàçàííûõ ñåêòîðîâ).
Òîò ôàêò, ÷òî îáðàçîì ñåêòîðà (29.6) ìîæåò ñëóæèòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñåêòîðîâ, ÿâëÿåòñÿ

ñëåäñòâèåì ìíîãîçíà÷íîñòè ôóíêöèè n
√
z. Âûáèðàÿ òó èëè èíóþ âåòâü ôóíêöèè w = n

√
z ìû

áóäåì ïîëó÷àòü îáðàçîì îäèí èç ñåêòîðîâ âèäà (29.7).
Îáñóäèì òåïåðü óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ îòîáðàæåíèå w = n

√
z áóäåò êîíôîðìíûì. Äîïóñòèì,

÷òî ôóíêöèÿ n
√
z ðåãóëÿðíà íà îáëàñòè D. Òîãäà îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî

îòîáðàæåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Ïóñòü äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè z1 = r1e
iϕ1 è z2 = r2e

iϕ2 îòîáðà-
æàþòñÿ â îäíó è òó æå òî÷êó w. Òîãäà èç (29.5) ïîëó÷èì{

r1 = r2,
ϕ1

n
= ϕ2

n
+ 2πp

n
, p ∈ Z, ⇐⇒

{
r1 = r2,
ϕ1 = ϕ2 + 2πp, p ∈ Z. (29.8)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå (29.8) âûïîëíåíî òîëüêî åñëè òî÷êè z1 è z2 ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðà-
çîì, ôóíêöèÿ n

√
z ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì îáëàñòè D, åñëè îíà ðåãóëÿðíà íà ýòîé

îáëàñòè.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ w = n

√
z áûëà êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì ñåêòîðà

(29.6) íà ñåêòîð (29.7), äîñòàòî÷íî íàëîæèòü óñëîâèå

|Φ2 − Φ1| < 2π.
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Íà ðèñóíêå 54 ïðèâåäåí ïðèìåð îáëàñòè D, êîòîðóþ ôóíêöèÿ w =
√
z êîíôîðìíî îòîáðàæàåò

íà îáëàñòü D∗, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 54. Ïðè ýòîì áûëà âûáðàíà âåòâü f0(z) ôóíêöèè
√
z,

îòâå÷àþùàÿ óñëîâèþ f0(i) = ei
π
4 �

Ðèñ. 54. Ãðàíèöà ñåêòîðà D =
{
π
2
< ϕ < π

}
∩

{0 < r < 4} èçîáðàæåíà êðàñíûì öâåòîì.
Ðèñ. 55. Ãðàíèöà ñåêòîðà D∗ =

{
π
4
< θ < π

2

}
∩

{0 < ρ < 2} èçîáðàæåíà êðàñíûì öâåòîì.

Îòâåò: Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ w = n
√
z áûëà êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì îáëàñòè D íà

îáðàç, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ w = n
√
z áûëà ðåãóëÿðíà â îáëàñòè D.

Ïðèìåð 29.3. Îïðåäåëèòü òèïû îáëàñòåé, êîòîðûå ôóíêöèÿ w = ez îòîáðàæàåò êàê êîí-
ôîðìíîå îòîáðàæåíèå.

Ðåøåíèå. Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì ïî ïåðåìåííîé w = ρeiθ, è ê äåêàðòîâûì ïî
ïåðåìåííîé z = x+ iy

w = ez ⇐⇒ ρ eiθ = ex eiy ⇐⇒
{
ρ = ex,
θ = y.

(29.9)

Èç (29.9) ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå w = ez íàèáîëåå ïðîñòî îòîáðàæàåò îáëàñòè, ãðàíèöû êîòî-
ðûõ ñîñòîÿò èç êðèâûõ âèäà x = x0 èëè y = y0, ãäå x0 è y0 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Ïðèìåðîì
òàêîé îáëàñòè ìîæåò ñëóæèòü ïðÿìîóãîëüíèê

{x1 < x < x2} ∩ {y1 < y < y2}. (29.10)

Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå w = ez ïåðåâîäèò ïðÿìîóãîëüíèê (29.10) â ñåêòîð

{y1 < θ < y2} ∩ {ex1 < ρ < ex2} . (29.11)

Îáñóäèì òåïåðü óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ îòîáðàæåíèå w = ez áóäåò âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Â
òî÷êå z = ∞ ó ôóíêöèè ez ñóùåñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà è ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè
ôóíêöèÿ ez íå âçàèìíî îäíîçíà÷íà. Ïóñòü òåïåðü äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè z1 = x1+iy1 è z2 = x2+iy2

îòîáðàæàþòñÿ â îäíó è òó æå òî÷êó w. Òîãäà èç (29.9) ïîëó÷èì, ÷òî

x1 = x2, y1 = y2 + 2πin, n ∈ Z.
Èòàê, äëÿ òîãî ÷òîáû îòîáðàæåíèå w = ez íåêîòîðîé îáëàñòè D íà îáëàñòü D∗ áûëî êîí-
ôîðìíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáëàñòü D íå ñîäåðæàëà äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

Im z1 = Im z2 + 2πn, n ∈ Z. (29.12)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òîãî ÷òîáû w = ez áûëî êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì ïðÿìîóãîëüíèêà (29.10)
íà ñåêòîð (29.11) äîñòàòî÷íî íàëîæèòü óñëîâèå íà âûñîòó ïðÿìîóãîëüíèêà

|y2 − y1| < 2π.
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Íà ðèñóíêå 56 ïðèâåäåí ïðèìåð îáëàñòè D, êîòîðóþ ôóíêöèÿ w = ez êîíôîðìíî îòîáðàæàåò
íà îáëàñòü D∗, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 57. �

Ðèñ. 56. Ãðàíèöà ïîëîñû D={0 < Im z < 3π
4
}

èçîáðàæåíà êðàñíûì öâåòîì.
Ðèñ. 57. Ãðàíèöà ñåêòîðà D∗={0 < θ < 3π

4
}

èçîáðàæåíà êðàñíûì öâåòîì.

Îòâåò: Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ w = ez áûëà êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì îáëàñòè D íà îá-
ðàç, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáëàñòü D íå ñîäåðæàëà òî÷åêó z = ∞ è íèêàêèõ äâóõ
ðàçëè÷íûõ òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (29.12).

Ïðèìåð 29.4. Îïðåäåëèòü òèïû îáëàñòåé, êîòîðûå ôóíêöèÿ w = ln z îòîáðàæàåò êàê êîí-
ôîðìíîå îòîáðàæåíèå.

Ðåøåíèå. Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì ïî ïåðåìåííîé z = reiϕ, è ê äåêàðòîâûì ïî
ïåðåìåííîé w = u+ iv

w = ln z ⇐⇒ u+ iv = ln r + iϕ+ 2πi n, n ∈ Z ⇐⇒
{
u = ln r,
v = ϕ+ 2πn, n ∈ Z. (29.13)

Èç (29.13) ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå w = ln z íàèáîëåå ïðîñòî îòîáðàæàåò ñåêòîðà âèäà

{R1 < r < R2} ∩ {Φ1 < ϕ < Φ2}. (29.14)

Ïðè îòîáðàæåíèè w = ln z ñåêòîð (29.14) îòîáðàæàåòñÿ â îäèí èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ âèäà

{lnR1 < u < lnR2} ∩ {Φ1 + 2πn < v < Φ2 + 2πn} , (29.15)

ãäå n ∈ Z. Íà êàêîé èìåííî ïðÿìîóãîëüíèê áóäåò îòîáðàæåí ñåêòîð (29.14) çàâèñèò îò âûáîðà
âåòâè ôóíêöèè ln z.
Êàê è â ïðèìåðå 29.2 ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ln z áóäåò êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì

îáëàñòè D, åñëè îíà ðåãóëÿðíà íà ýòîé îáëàñòè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ ln z
áûëà êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì ñåêòîðà (29.14) íà ïðÿìîóãîëüíèê âèäà (29.15), äîñòàòî÷íî
íàëîæèòü óñëîâèå

|Φ2 − Φ1| < 2π.

Íà ðèñóíêå 58 ïðèâåäåí ïðèìåð îáëàñòè D, êîòîðóþ ôóíêöèÿ w = ln z êîíôîðìíî îòîá-
ðàæàåò íà ïîëóïîëîñó D∗, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 59. Ïðè ýòîì áûëà âûáðàíà âåòâü f0(z)
ôóíêöèè ln z, îòâå÷àþùàÿ óñëîâèþ. f0(1) = 0 �

Îòâåò: Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ w = ln z áûëà êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì îáëàñòè D íà
îáðàç, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ w = ln z áûëà ðåãóëÿðíà â îáëàñòè D.
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Ðèñ. 58. Ãðàíèöà ñåêòîðà D = {−π < ϕ < 0}
∩{0 < r < e} èçîáðàæåíà êðàñíûì öâåòîì.

Ðèñ. 59. Ãðàíèöà ïîëóïîëîñû D∗ = {−∞ <
u < 1} ∩{−π < v < 0} èçîáðàæåíà êðàñíûì
öâåòîì.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 29.5. Íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ïîëîñû 0 < Re z < 4π íà íèæíþþ ïîëóïëîñ-
êîñòü Im z < 0.

Îòâåò: Íàïðèìåð, w = exp
(
z
4i

)
.

Çàäà÷à 29.6. Íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ñåêòîðà π
6
< arg z < π

3
íà ïðàâóþ ïîëóïëîñ-

êîñòü Rew > 0.

Îòâåò: Íàïðèìåð, w = iz6.

Çàäà÷à 29.7. Íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ïîëóïîëîñû {0 < Re z < 1} ∩ {Im z > 0} íà
êðóã |w| < 1 ñ ðàçðåçîì âäîëü îòðåçêà [0, 1].

Îòâåò: Íàïðèìåð, w = e2πiz.

Çàäà÷à 29.8. Íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì âäîëü îò-
ðåçêà [0, i] íà ñåêòîð π < arg z < 3π

2
.

Îòâåò: Íàïðèìåð, w = − 4
√
z2 + 1. Çäåñü âåòâü ôóíêöèè g(ζ) = 4

√
ζ ôèêñèðîâàíà ñëåäóþùèì

îáðàçîì: g(ζ) = 4
√
r ei

ϕ
4 , ãäå ζ = reiϕ, ϕ ∈ (0, 2π).

Çàäà÷à 29.9. Íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ïîëîñû 0 < Im z < 2 ñ ðàçðåçîì âäîëü ëó÷à
(−∞+ i, i] íà ïîëîñó 0 < Im z < 2π.

Îòâåò: Íàïðèìåð, w = ln (eπz + 1). Çäåñü âåòâü ôóíêöèè g(ζ) = ln ζ ôèêñèðîâàíà ñëåäóþùèì
îáðàçîì: g(ζ) = ln r + iϕ, ãäå ζ = reiϕ, ϕ ∈ (0, 2π).
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30. Äðîáíî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. Îòîáðàæåíèå êðóãà íà
ïîëóïëîñêîñòü.

Îïðåäåëåíèå 30.1. Äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì íàçûâàþò îòîáðàæåíèå âèäà

w = w(z) =
az + b

cz + d
,

ãäå a, b, c è d � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ad− bc 6= 0.

Çàìå÷àíèå 30.2. Ïðè ad− bc = 0 äðîáü az+b
cz+d

íå çàâèñèò îò z.

Òåîðåìà 30.3.

• Ëþáîå äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì ðàñøèðåí-
íîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C íà ñåáÿ.
• Ëþáîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C íà ñåáÿ ÿâëÿ-
åòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì.
• Äëÿ ëþáûõ òðåõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê a1, b1, c1 è ëþáûõ òðåõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
òî÷åê a2, b2, c2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî
w(a1) = a2, w(b1) = b2 è w(c1) = c2.

Îïðåäåëåíèå 30.4. Òî÷êè z∗ è z
∗ íàçûâàþò ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé C, åñëè

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

(1) Òî÷êè z∗ è z
∗ ëåæàò íà ïðÿìîé ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê C.

(2) Òî÷êè z∗ è z
∗ ðàñïîëîæåíû íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò ïðÿìîé C.

Îïðåäåëåíèå 30.5. Òî÷êè z∗ è z∗ íàçûâàþò ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè
|z − z0| = R, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

(1) Òî÷êè z∗ è z
∗ ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, íà÷èíàþùåìñÿ â òî÷êå z0.

(2) Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî |z∗ − z0| · |z∗ − z0| = R2.
• Åñëè z∗ = z0, òî ïîëàãàþò z∗ =∞.

Òåîðåìà 30.6. Âñÿêàÿ îêðóæíîñòü èëè ïðÿìàÿ Cz ïåðåâîäèòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðà-
æåíèåì â îêðóæíîñòü èëè ïðÿìóþ Cw. Ïðè ýòîì ëþáûå äâå ñèììåòðè÷íûå òî÷êè z∗ è z∗

îòíîñèòåëüíî Cz îòîáðàæàþòñÿ â ñèììåòðè÷íûå òî÷êè w∗ è w
∗ îòíîñèòåëüíî Cw.

Ïðèìåð 30.7. Íàéòè êàêîå-íèáóäü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå C íà ñåáÿ òàêîå, ÷òî Re z = 0
ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü |w| = 2.

Ðåøåíèå. Èç òåîðåìû 30.3 ñëåäóåò, ÷òî òàêèì îòîáðàæåíèåì ìîæåò áûòü òîëüêî äðîáíî-
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

w = w(z) =
az + b

cz + d
. (30.1)

Äîïóñòèì, ÷òî (30.1) îñóùåñòâëÿåò íåîáõîäèìîå îòîáðàæåíèå è âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè
òåîðåìû 30.6. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì äâå òî÷êè, ñèìììåòðè÷íûå îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîé Re z = 0, íàïðèìåð, z∗ = 1 è z∗ = −1. Èç òåîðåìû 30.6 ñëåäóåò, ÷òî ýòè òî÷êè
äîëæíû ïåðåéòè â ñèììåòðè÷íûå òî÷êè w∗ è w

∗ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè |w| = 2. Ïîñêîëüêó
íàñ íå èíòåðåñóåò îáùèé âèä îòîáðàæåíèÿ, òî ìû ìîæåì çàôèêñèðîâàòü ýòè òî÷êè ïðîèçâîëü-
íûì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó öåíòð îêðóæíîñòè è áåñêîíå÷îñòü äâå íàèáîëåå ïðîñòî âû÷èñëÿåìûå
ñèììåòðè÷íûå òî÷êè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè, òî óäîáíî ïîëîæèòü w∗ = 0 è w∗ =∞.
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Ïîäñòàâëÿÿ óñëîâèÿ w(1) = 0 è w(−1) =∞ â (30.1), ïîëó÷èì{
a+b
c+d

= 0,

b−a
d−c =∞,

⇐⇒
{
a+ b = 0,
d− c = 0.

(30.2)

Çàìåòèì, ÷òî ìû äîâîëüíî ëåãêî ñìîãëè ðåøèòü óðàâíåíèÿ w∗ = 0 è w∗ = ∞ áëàãîäàðÿ òîìó,
÷òî â èõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñòîÿëè ÷èñëà 0 è ∞. Ýòî åùå îäíà ïðè÷èíà ïî êîòîðîé áûëî óäîáíî
âûáðàòü áåñêîíå÷íîñòü â êà÷åñòâå îäíîé èç ñèììåòðè÷íûõ òî÷åê.
Ïîäâåäåì ïðîìåæóòî÷íûé èòîã. Óñëîâèÿ (30.2) ãàðàíòèðóþò, ÷òî ïðÿìàÿ Re z = 0 ïåðåéäåò â

îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå w = 0. Îñòàëîñü äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè
áûë ðàâåí äâóì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îäíà èç òî÷åê ïðÿìîé Re z = 0, íàïðèìåð z = 0,
ïåðåâîäèëàñü îòîáðàæåíèåì (30.1) â íåêîòîðóþ òî÷êó íà îêðóæíîñòè |w| = 2. Îòñþäà ïîëó÷èì

|b/d| = 2. (30.3)

Ñíîâà, ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò õîòÿ áû êàêîå-íèáóäü îòîáðàæåíèå ïåðåâîäÿùåå ïðÿìóþ
Re z = 0 â îêðóæíîñòü |w| = 2, íàì äîñòàòî÷íî âûáðàòü êàêîå-íèáóäü ðåøåíèå óðàâíåíèé (30.2)
è (30.3). Ïîëîæèì, íàïðèìåð,

a = 2, b = −2, c = 1, d = 1. �

Îòâåò: Íàïðèìåð, w = 2(z−1)
z+1

.

Ïðèìåð 30.8. Íàéòè âñå êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ êðóãà |z − 1| < 1 íà âåðõíþþ ïîëóïëîñ-
êîñòü Imw > 0 òàêèå, ÷òî òî÷êà z = 1 ïåðåõîäèò â òî÷êó w = 2i.

Ðåøåíèå. Èç òåîðåìû Ðèìàíà 28.6 ñëåäóåò, ÷òî òðåáóåìîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé áóäåò çàâè-
ñåòü îò îäíîãî ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà. Ýòîò ïàðàìåòð áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
ïðîèçâîëó â âûáîðå àðãóìåíòà ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå z = 0. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
ìû ïîñòðîèì íåêîòîðîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òðåáóåìûõ îòîáðàæåíèé, òî íà îñíî-
âàíèè òåîðåìû Ðèìàíà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå ìû ïîñòðîèëè âñå îòîáðàæåíèÿ
íóæíîãî âèäà.
Áóäåì èñêàòü òðåáóåìîå îòîáðàæåíèå â âèäå äðîáíî-ëèíåéíîãî

w = w(z) =
az + b

cz + d
. (30.4)

Òî÷êà z∗ = ∞ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè |z − 1| = 1 ê òî÷êå z∗ = 1, à
òî÷êà w∗ = −2i � ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé Imw = 0 ê òî÷êå w∗ = 2i. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî ëþáîå äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì ðàñøèðåííîé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íà ñåáÿ è ïåðåâîäèò ñèììåòðè÷íûå òî÷êè â ñèììåòðè÷íûå, ïîëó÷èì,
÷òî îòîáðàæåíèå (30.4) ïåðåâîäèò îêðóæíîñòü |z − 1| = 1 â ïðÿìóþ Imw = 0, òî÷êó z∗ = 1 â
òî÷êó w∗ = 2i, à òàêæå òî÷êó z∗ =∞ â òî÷êó w∗ = −2i. Îòñþäà{

w(1) = 2i,
w(∞) = −2i,

⇐⇒

{
a+b
c+d

= 2i,

a
c

= −2i,
(30.5)

Óñëîâèÿ (30.5) ãàðàíòèðóþò ëèøü òî, ÷òî îêðóæíîñòü |z − 1| = 1 ïåðåéäåò â îêðóæíîñòü èëè
ïðÿìóþ ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî òî÷åê 2i è −2i. Ïîýòîìó ê (30.5) íåîáõîäèìî äîáàâèòü
óñëîâèå, êîòîðîå ãàðàíòèðóåò, ÷òî îáðàçîì îêðóæíîñòè |z−1| = 1 áóäåò èìåííî ïðÿìàÿ Imw = 0.
Â êà÷åñòâå òàêîãî óñëîâèÿ ìîæíî âçÿòü ñëåäóþùåå: òî÷êà z = 0 îòîáðàæàåòñÿ â íåêîòîðóþ
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òî÷êó w = k âåùåñòâåííîé îñè, ãäå k � ïðîèçâîëüíûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Îòñþäà è èç
(30.5) ïîëó÷èì, ÷òî

a+b
c+d

= 2i,

a
c

= −2i,
b
d

= k,

⇐⇒


kd− 2ic = 2ic+ 2id,

a = −2ic,

b = kd,

⇐⇒


c
d

= k−2i
4i

,
a
d

= −k−2i
2
,

b
d

= k.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â (30.4), íàéäåì

w =
az + b

cz + d
=

a
d
z + b

d
c
d
z + 1

=
−k−2i

2
z + k

k−2i
4i
z + 1

= −2i
(k − 2i)z − 2k

(k − 2i)z + 4i
. �

Îòâåò: w = −2i (k−2i)z−2k
(k−2i)z+4i

, ãäå k ∈ R.

Ïðèìåð 30.9. Íàéòè êàêîå-íèáóäü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèÿ êðóãà |z| < 1 íà îáëàñòü |w| > 2,
êîòîðîå ïåðåâîäèò òî÷êó z = 0 â òî÷êó w = 4.

Ðåøåíèå. Áóäåì èñêàòü òðåáóåìîå îòîáðàæåíèå â âèäå äðîáíî-ëèíåéíîãî

w = w(z) =
az + b

cz + d
. (30.6)

Òî÷êè z∗ = 0 è z∗ = ∞ ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè |z| = 1, à òî÷-
êè w∗ = 4 è w∗ = 1 � ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè |w| = 2. Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà
äðîáíî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, äîñòàòî÷íî íàéòè îòîáðàæåíèå âèäà (30.6), êîòîðîå ïåðåâîäèò
òî÷êó z∗ = 0 â w∗ = 4, òî÷êó z∗ =∞ â w∗ = 1 è, äîïîëíèòåëüíî, êàêóþ-íèáóäü òî÷êó îêðóæíî-
ñòè |z| = 1 â òî÷êó îêðóæíîñòè |w| = 2, íàïðèìåð, òî÷êó z = 1 â w = 2. Îòñþäàw(0) = 4,

w(∞) = 1,
w(1) = 2,

⇐⇒


b
d

= 4,
a
c

= 1,
a+b
c+d

= 2,

⇐⇒


b = 4d,
a = c,

c+ 4d = 2c+ 2d,

⇐⇒


b = 2c,
a = c,

2d = c.

Îòñþäà íàõîäèì òðåáóåìîå îòîáðàæåíèå

w =
2z + 4

2z + 1
. �

Îòâåò: Íàïðèìåð, w = 2z+4
2z+1

.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 30.10. Íàéòè êàêîå-íèáóäü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå îòîáðàæàåò îáëàñòü
|z| > 2 íà ïîëóïëîñêîñòü Imw > 1.

Îòâåò: Íàïðèìåð, w = 2iz
z−2

.

Çàäà÷à 30.11. Íàéòè âñå êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ ïîëóïëîñêîñòè Re z + Im z > 0 íà êðóã
|w| < 2 òàêèå, ÷òî òî÷êà z = 1 ïåðåõîäèò â òî÷êó w = 0.

Îòâåò: w = 2 eiϕ z−1
z+i

, ãäå ϕ ∈ [0, 2π).

Çàäà÷à 30.12. Íàéòè âñå êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè |z + 1| > 2 íà îáëàñòü |w| > 2
òàêèå, ÷òî òî÷êà z = 3 ïåðåõîäèò â òî÷êó w =∞.

Îòâåò: w = 4 eiϕ z
z−3

, ãäå ϕ ∈ [0, 2π).
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Çàäà÷à 30.13. Íàéòè îáùèé âèä êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0
íà ñåáÿ.

Îòâåò: w = (c− i) z−b−ia
z−b+ac + i, ãäå a > 0 è b, c ∈ R.

Çàäà÷à 30.14. Íàéòè âñå êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ w = f(z) ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè íà ñåáÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ f−1(z) = 1

f(z)
, ãäå f−1(z) � îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

ê f(z).

Îòâåò: f(z) = z+i
1+iz

, f(z) = z−i
1−iz .
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31. Îòîáðàæåíèå ëóíî÷åê.

Îñíîâíûå èäåè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ ëóíî÷åê, ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì íà
ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 31.1. Íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ëóíî÷êè D0 = {|z| < 1} ∩ {Im z > 0} íà
âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Imw > 0.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå êîìïîçèöèè íåñêîëüêèõ îòîáðàæåíèé.
Øàã 1. Îòîáðàçèì ðàñøèðåííóþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñ ïîìîùüþ äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîá-

ðàæåíèÿ òàê, ÷òîáû ëóíî÷êà D0 ïåðåøëà â ñåêòîð. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî îòîáðàçèòü íà áåñêî-
íå÷íîñòü îäíó èç äâóõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè |z| = 1 è ïðÿìîé Im z = 0. Óäîáíî òàêæå
âòîðóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïåðåâåñòè â íà÷àëî êîîðäèíàò. Ýòèì òðåáîâàíèÿì óäîâëåòâîðÿåò,
íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå

z1 =
z − 1

z + 1
. (31.1)

Îòîáðàæåíèå (31.1) ïåðåâîäèò òî÷êè

a0 = 1, b0 = −1, c0 = 0, d0 =∞ è e0 = i

â òî÷êè
a1 = 0, b1 =∞, c1 = −1, d1 = 1 è e1 = i,

ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè a0, b0 è c0 ëåæàò íà ïðÿìîé Im z = 0, ïîýòîìó ýòà ïðÿìàÿ ïðè îòîá-
ðàæåíèè (31.1) ïåðåéäåò â ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè a1, b1 è c1, à èìåííî, â ïðÿìóþ
Im z1 = 0. Â ÷àñòíîñòè, òàê êàê òî÷êà c0 = 0 ëåæèò âíóòðè îòðåçêà (−1, 1), òî ýòîò îòðåçîê
ïåðåéäåò â ëó÷, ñîäåðæàùèé òî÷êó c1 = −1, à èìåííî â ëó÷ (−∞, 0) âåùåñòâåííîé îñè, ñì.
ðèñóíêè 60 è 61.

Ðèñ. 60. Ãðàíèöû ëóíî÷êè D0 âûäåëåíû êðàñ-
íûì è ñèíèì öâåòàìè.

Ðèñ. 61. Ãðàíèöû ñåêòîðà D1 âûäåëåíû êðàñ-
íûì è ñèíèì öâåòàìè.

Òî÷êè c0 è d0 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè |z| = 1, ïîýòîìó ýòà îêðóæíîñòü ïðè
îòîáðàæåíèè (31.1) ïåðåéäåò â ïðÿìóþ, ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî òî÷åê c1 = −1 è d1 = 1, à
èìåííî â ïðÿìóþ Re z = 0. Ïðè ýòîì, òàê êàê òî÷êà e0 = i ïåðåõîäèò â òî÷êó e1 = i, òî âåðõíÿÿ
äóãà îêðóæíîñòè |z| = 1 ïåðåéäåò â ëó÷ (0,+i∞) ìíèìîé îñè8, ñì. ðèñóíêè 60 è 61.

8Ýòîò ôàêò ìîæíî òàêæå âûâåñòè èç ñâîéñòâà êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé ñîõðàíÿòü îðèåíòàöèþ.
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Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå (31.1) ïåðåâîäèò ëóíî÷êó D0 â ñåêòîð

D1 =
{π

2
< arg z1 < π

}
.

Øàã 2. ÑåêòîðD1 óäîáíî ïîâåðíóòü òàê ÷òîáû îäíà èç åãî ãðàíèö ñîâïàëà ñ ïîëóîñüþ (0,+∞)
âåùåñòâåííîé îñè. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà

z2 = e−i
π
2 z1 = −iz1. (31.2)

Ïðè ýòîì ñåêòîð D1 ïåðåéäåò â ñåêòîð

D2 =
{

0 < arg z2 <
π

2

}
.

Øàã 3. Íàêîíåö, ñåêòîð D2 ñ ïîìîùüþ ñòåïåííîãî îòîáðàæåíèÿ

w = z2
2 (31.3)

êîíôîðìíî îòîáðàæàåòñÿ íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.
Øàã 4. Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé (31.1), (31.2) è (31.3) îòîáðàæàåò ëóíî÷êó D0 íà âåðõíþþ

ïîëóïëîñêîñòü. �

Îòâåò: Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé w = z2
2 , z2 = −iz1 è z1 = z−1

z+1
êîíôîðìíî îòîáðàæàåò ëóíî÷êó

{|z| < 1} ∩ {Im z > 0} íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Imw > 0.

Ïðèìåð 31.2. Íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ëóíî÷êè D0 = {|z| > 1} ∩ {|z − 1| > 1} íà
êðóã |w| < 1.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå êîìïîçèöèè íåñêîëüêèõ îòîáðàæåíèé.
Øàã 1. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé |z| = 1 è |z − 1| = 1 èìåþò âèä

a0 = ei
π
3 è b0 = e−i

π
3 .

Äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ïåðåâîäèò òî÷êó a0 = ei
π
3 â òî÷êó a1 = 0 è òî÷êó

b0 = e−i
π
3 â òî÷êó b1 =∞, ìîæíî âçÿòü â âèäå

z1 =
z − eiπ3
z − e−iπ3

. (31.4)

Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå (31.4) ïåðåâîäèò òî÷êè

a0 = ei
π
3 , b0 = e−i

π
3 , c0 = 0 è d0 =∞

â òî÷êè

a1 = 0, b1 =∞, c1 = ei
2π
3 è d1 = 1,

ñîîòâåòñòâåííî.
Òî÷êè a0, b0 è c0 ëåæàò íà îêðóæíîñòè |z− 1| = 1, ïîýòîìó ýòà îêðóæíîñòü ïðè îòîáðàæåíèè

(31.4) ïåðåéäåò â ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè a1, b1 è c1, à èìåííî, â ïðÿìóþ arg z1 = 2π
3
,

ñì. ðèñóíêè 62 è 63.
Òî÷êè c0 è d0 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè |z| = 1, ïîýòîìó ýòà îêðóæíîñòü ïðè

îòîáðàæåíèè (31.4) ïåðåéäåò â ïðÿìóþ, ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî òî÷åê c1 = ei
2π
3 è d1 = 1,

à èìåííî â ïðÿìóþ arg z1 = π
3
, ñì. ðèñóíêè 62 è 63.

Øàã 2. ÑåêòîðD1 óäîáíî ïîâåðíóòü òàê ÷òîáû îäíà èç åãî ãðàíèö ñîâïàëà ñ ïîëóîñüþ (0,+∞)
âåùåñòâåííîé îñè. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà

z2 = ei
π
3 z1. (31.5)
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Ðèñ. 62. Ãðàíèöû ëóíî÷êè D0 âûäåëåíû êðàñ-
íûì è ñèíèì öâåòàìè.

Ðèñ. 63. Ãðàíèöû ñåêòîðà D1 âûäåëåíû êðàñ-
íûì è ñèíèì öâåòàìè.

Ïðè ýòîì ñåêòîð D1 ïåðåéäåò â ñåêòîð

D2 =

{
0 < arg z2 <

2π

3

}
.

Øàã 3. Ñåêòîð D2 ñ ïîìîùüþ ñòåïåííîãî îòîáðàæåíèÿ

z3 = (z2)3/2 (31.6)

êîíôîðìíî îòîáðàæàåòñÿ íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Im z3 > 0. Ïðè ýòîì âåòâü ìíîãîçíà÷íîé
ôóíêöèè w = (z2)3/2 ôèêñèðóåòñÿ óñëîâèåì (1)3/2 = 1.
Øàã 4. Íàêîíåö âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü Im z3 > 0 ñ ïîìîùüþ äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

w =
z3 − i
z3 + i

(31.7)

êîíôîðìíî îòîáðàæàåòñÿ íà åäèíè÷íûé êðóã |w| < 1.
Øàã 5. Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé (31.4), (31.5), (31.6) è (31.7) îòîáðàæàåò ëóíî÷êó D0 íà

êðóã |w| < 1. �

Îòâåò: Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé w = z3−i
z3+i

, z3 = (z2)3/2, z2 = ei
π
3 z1 è z1 = z−ei

π
3

z−e−i
π
3
êîíôîðìíî

îòîáðàæàåò ëóíî÷êó {|z| > 1} ∩ {|z − 1| > 1} íà êðóã |w| < 1.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 31.3. Íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âíåøíîñòè ëóíî÷êè {|z| < 1} ∩ {Im z > 0} íà
íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü Imw < 0.

Îòâåò: Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé w = (z2)2/3, z2 = −z1 è z1 = z−1
z+1

êîíôîðìíî îòîáðàæàåò
âíåøíîñòü ëóíî÷êè {|z| < 1} ∩ {Im z > 0} íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Imw > 0. Çäåñü âåòâü

ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè g(z1) = (z1)2/3 ôèêñèðîâàíà óñëîâèåì g(z1) = r2/3e
2iϕ
3 , ãäå z1 = reiϕ,

ϕ ∈
(
0, 3π

2

)
.

Çàäà÷à 31.4. Íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ëóíî÷êè {|z| < 2} ∩ {|z − 1| > 1} íà ïðàâóþ
ïîëóïëîñêîñòü Rew > 0.

Îòâåò: Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé w = −iz4, z4 = ez3 , z3 = 4πiz2, z2 = z1 + 1
2
è z1 = 1

z−2

êîíôîðìíî îòîáðàæàåò ëóíî÷êó {|z| < 2} ∩ {|z − 1| > 1} íà ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü Rew > 0.
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Çàäà÷à 31.5. Íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ëóíî÷êè {|z| < 2} ∩ {|z − 2| > 1} íà îáëàñòü
|w| > 1.

Îòâåò:

Çàäà÷à 31.6. Íàéòè îáùèé âèä êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ ëóíî÷êè {|z| < 2} ∩ {Re(z) < 1}
íà êðóã |w| < 2.

Îòâåò:
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32. Ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ (ïîëå ñêîðîñòåé èäåàëüíîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè).

Îïðåäåëåíèå 32.1. Ïóñòü

• D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â C;
• A � ãàðìîíè÷åñêîå ïîëå â D (ò. å. ∆A = 0 â D);
• f ∈ H(D) òàêàÿ, ÷òî A = f ′ â îáëàñòè D.

Òîãäà

(1) ãîâîðÿò, ÷òî f � êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ A;
(2) ëþáóþ ëèíèþ óðîâíÿ ôóíêöèè u = Re f íàçûâàþò ýêâèïîòåíöèàëüíîé ëèíèåé ïîëÿ A;
(3) ëþáóþ ëèíèþ óðîâíÿ ôóíêöèè v = Im f íàçûâàþò ëèíèåé òîêà ïîëÿ A.

Òåîðåìà 32.2. Ïóñòü

• D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â C;
• ãðàíèöà γ îáëàñòè D ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà îòíîñèòåëüíî D;
• γ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó;
• γ � ãëàäêàÿ êðèâàÿ â C;
• â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè γ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé;
• V∞ > 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ãàðìîíè÷åñêîå ïîëå ñêîðîñòåé V òàêîå, ÷òî

(1) ïîëå V îáòåêàåò êðèâóþ γ (ò. å. γ ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé òîêà ïîëÿ V ) â íàïðàâëåíèè
çàäàííîì îðèåíòàöèåé íà γ;

(2) ïîëå V ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî â îáëàñòè D;
(3) |V (z)| = V∞ + o(1) ïðè D 3 z →∞.

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë f ïîëÿ ñêîðîñòåé V , óäîâëåòâîðÿþùèé
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

(1) f � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D íà ïîëóïëîñêîñòü Π+ = {z | Im z > 0};
(2) f(∞) =∞;
(3) |f ′(z)| = V∞ + o(1) ïðè D 3 z →∞.

Ïðèìåð 32.3. Íàéòè ïîëå ñêîðîñòåé V èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îáëàñòè

D = {z | Im z > 0} \ {z | |z| < 1},
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ |V (z)| = V∞ + o(1) ïðè D 3 z → ∞, ãäå V∞ > 0, è îáòåêàþùåå
ãðàíèöó îáëàñòè D â íàïðàâëåíèè îò −∞ ê +∞.

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòèD íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Π+. Îòîá-
ðàæåíèå

z1 = z2, z ∈ D
êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D íà îáëàñòü

D1 = {z1 | |z1| > 1, z1 6∈ (1,+∞)}.
Îòîáðàæåíèå

z2 =
1

z1 − 1
, z1 ∈ D1

êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D1 íà îáëàñòü

D2 =

{
z2

∣∣∣ Re z2 > −
1

2

}
\ {z2 | z2 = x2, x2 ∈ (0,+∞)}.
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Îòîáðàæåíèå

z3 = z2 +
1

2
, z2 ∈ D2

êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D2 íà îáëàñòü

D3 = {z3 | Re z3 > 0} \
{
z3 | z3 = x3, x3 ∈

(
1

2
,+∞

)}
.

Îòîáðàæåíèå
z4 = z2

3 , z3 ∈ D3

êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D3 íà îáëàñòü

D4 = C \
{
z4 | z4 = x4, x4 ∈ (−∞, 0) ∪

(
1

4
,+∞

)}
.

z5 =
z4

z4 − 1
4

, z4 ∈ D4

êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D4 íà îáëàñòü

D5 = C \ {z5 | z5 = x5, x5 ∈ (0,+∞)}.
Îòîáðàæåíèå

z6 =
√
z5, z5 ∈ D5,

ãäå âûáðàíà âåòâü êîðíÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
√
−1 = i, êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü

D5 íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Π+. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D íà Π+

ïåðåâîäèò ∞ â ∞. Îáùåå îòîáðàæåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Π+ íà ñåáÿ ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

w = az6 + b, z6 ∈ Π+,

ãäå a > 0 è b ∈ R.
Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Π+

÷åðåç f . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

z =∞ → z1 =∞ → z2 = 0 → z3 =
1

2
→ z4 =

1

4
→ z5 =∞ → z6 =∞ → w =∞.

Äðóãèìè ñëîâàìè,
f(∞) =∞.

Ïðè z →∞ âåðíî, ÷òî

f(z) ∼ az6 = a
√
z5 ∼

a

2

1√
z4 − 1

4

∼ a√
z3 − 1

2

∼ a
√
z2

∼ a
√
z1 ∼ az.

Ñëåäîâàòåëüíî,
f(z) = az + o(z), f ′(z) = a+ o(1)

ïðè z →∞.
Ïîëàãàÿ a = V∞ è b = 0 (âûáîð b íå âëèÿåò íà ïîëå ñêîðîñòåé V ) íàéäåì êîìïëåêñíûé

ïîòåíöèàë ïîëÿ V
f(z) = V∞f(z), z ∈ D.

Îòñþäà è èç òåîðåìû 32.2 ñëåäóåò, ÷òî V (z) = f ′(z). �

Îòâåò: V (z) = f ′(z).
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Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 32.4. Íàéòè ïîëå ñêîðîñòåé V èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îáëàñòè

D = {z | Im z > 0} ∪ {z | |z| < 1},
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ |V (z)| = V∞ + o(1) ïðè D 3 z → ∞, ãäå V∞ > 0, è îáòåêàþùåå
ãðàíèöó îáëàñòè D â íàïðàâëåíèè îò −∞ ê +∞.

Îòâåò: f(z) = 4
3

V∞

1−( z−1
z+1)

2/3 , V (z) = f ′(z).

Çàäà÷à 32.5. Íàéòè ïîëå ñêîðîñòåé V èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îáëàñòè

D = {z | Im z > 0} \ {z | z = eiϕ, ϕ ∈ (0, π/2)},
ãäå h > 0, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ |V (z)| = V∞ + o(1) ïðè D 3 z → ∞, ãäå V∞ > 0, è
îáòåêàþùåå ãðàíèöó îáëàñòè D â íàïðàâëåíèè îò −∞ ê +∞.

Îòâåò: f(z) = −V∞
4

(
1 +

√
2

1+( z−1
z+1)

2

)−1

, V (z) = f ′(z).

Çàäà÷à 32.6. Íàéòè ïîëå ñêîðîñòåé V èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îáëàñòè

D = {z | Im z > 0} \ {z | z = (±1 + i)t, t ∈ (0, h)},
ãäå h > 0, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ |V (z)| = V∞ + o(1) ïðè D 3 z → ∞, ãäå V∞ > 0, è
îáòåêàþùåå ãðàíèöó îáëàñòè D â íàïðàâëåíèè îò −∞ ê +∞.

Îòâåò:
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33. Ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ (ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå).

Òåîðåìà 33.1. Ïóñòü

• D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â C;
• ãðàíèöà îáëàñòè D ñîñòîèò èç äâóõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ γ1 è γ2;
• ϕ1 ∈ R, ϕ2 ∈ R è ϕ1 < ϕ2.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå E òàêîå, ÷òî

(1) ϕ � ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïîëÿ E (E = − gradϕ = −∂ϕ
∂x
− i∂ϕ

∂y
);

(2) ϕ|γ1 = ϕ1, ϕ|γ2 = ϕ2;
(3) ïîòåíöèàë ϕ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí â îáëàñòè D.

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë f ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ E, óäîâëå-
òâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

(1) f � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D íà ïîëîñó Π = {z | − ϕ2 < Re z < −ϕ1};
(2) f(γ1) = {z | Re z = −ϕ1};
(3) f(γ2) = {z | Re z = −ϕ2}.

Çàìå÷àíèå 33.2. Ïîòåíöèàë ϕ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ è êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàëîì f
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

∃ C ∈ R : ϕ = −u+ C.

Ïðèìåð 33.3. Íàéòè ïîòåíöèàë ϕ è íàïðÿæåííîñòü E ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â ñåêòîðå

D = {z | 0 < arg z < a},
ãäå a ∈ (0, 2π), óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

• ϕ|γ1 = 0, ãäå γ1 = {z | arg z = 0};
• ϕ|γ2 = 1, ãäå γ2 = {z | arg z = a}.

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D íà ïîëîñó Π = {z | − 1 < Re z < 0}.
Îòîáðàæåíèå

z1 = ln z, z ∈ D
êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D íà îáëàñòü

D1 = {z1 | 0 < Im z1 < a}.
Îòîáðàæåíèå

w =
i

a
z1, z1 ∈ D1

êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D1 íà ïîëîñó Π. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ

w = f(z) =
i

a
ln z

êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D íà ïîëîñó Π.
Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

f(γ1) = {z | Re z = 0}, f(γ2) = {z | Re z = −1}.
Îòñþäà è èç òåîðåìû 33.1 ñëåäóåò, ÷òî

E(z) = f ′(z) = − i

az
, ϕ(z) = −Re f(z) =

1

a
arg z, z ∈ D. �

Îòâåò: E(z) = − i
az
, ϕ(z) = 1

a
arg z, z ∈ D.
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Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 33.4. Íàéòè ïîòåíöèàë ϕ è íàïðÿæåííîñòü E ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè

D = {z | Im z > 0}
óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

• ϕ|γ1 = 0, ãäå γ1 = {z | z = x, x ∈ (−∞, 0)};
• ϕ|γ2 = 1, ãäå γ2 = {z | z = x, x ∈ (0,+∞)}.

Îòâåò:

Çàäà÷à 33.5. Íàéòè ïîòåíöèàë ϕ è íàïðÿæåííîñòü E ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â êðóãå

D = {z | |z| < 1},
óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

• ϕ|γ1 = 0, ãäå γ1 = {z | z = eiϕ, ϕ ∈ (0, π/2)};
• ϕ|γ2 = 1, ãäå γ2 = {z | z = eiϕ, ϕ ∈ (π/2, 2π)}.

Îòâåò:

Çàäà÷à 33.6. Íàéòè ïîòåíöèàë ϕ è íàïðÿæåííîñòü E ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëó-
êðóãå

D = {z | |z| < 1} ∩ {z | Im z > 0},
óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

• ϕ|γ1 = 0, ãäå γ1 = {z | z = eiϕ, ϕ ∈ (0, π)};
• ϕ|γ2 = 1, ãäå γ2 = {z | z = x, x ∈ (−1, 1)}.

Îòâåò:

Çàäà÷à 33.7. Íàéòè ïîòåíöèàë ϕ è íàïðÿæåííîñòü E ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â îáëàñòè

D = {z | Im z > 0} \ {z | |z − i| < 1},
óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

• ϕ|γ1 = 1, ãäå γ1 = {z | |z − i| = 1};
• ϕ|γ2 = 2, ãäå γ2 = {z | Im z = 0}.

Îòâåò:

Çàäà÷à 33.8. Íàéòè ïîòåíöèàë ϕ è íàïðÿæåííîñòü E ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â îáëàñòè

D = {z | Im z > 0} \ {z | z = iy, y ∈ (0, h)},
ãäå h > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

• ϕ|γ1 = 0, ãäå γ1 = {z | Im z = 0};
• ϕ|γ2 = −1, ãäå γ2 = {z | z = iy, y ∈ (0, h)}.

Îòâåò:
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34. 7-àÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà (çàäà÷è: 12, 13; 45 ìèí.).

Êîììåíòàðèè ê çàäà÷å 12. Ñòóäåíò äîëæåí çíàòü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå êàêèõ îáëà-
ñòåé è ñ êàêèìè äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè ïîçâîëÿåò ðåøèòü äàííóþ çàäà÷ó, óìåòü ïîñòðî-
èòü äàííîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, çíàòü ñâÿçü ìåæäó ïîñòðîåííûì êîíôîðìíûì îòîáðàæå-
íèåì è ïîëåì ñêîðîñòåé.
Êîììåíòàðèè ê çàäà÷å 13. Ñòóäåíò äîëæåí çíàòü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå êàêèõ îá-

ëàñòåé è ñ êàêèìè äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè ïîçâîëÿåò ðåøèòü äàííóþ çàäà÷ó, óìåòü ïî-
ñòðîèòü äàííîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, çíàòü ñâÿçü ìåæäó ïîñòðîåííûì êîíôîðìíûì îòîá-
ðàæåíèåì, ïîòåíöèàëîì è íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Íà êîíòðîëüíîé æåëàòåëüíî
äàâàòü çàäà÷è ñâÿçàííûå ñ îòîáðàæåíèåì ëóíî÷åê.

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �7.

Çàäà÷à 12. Íàéòè ïîëå ñêîðîñòåé V èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îáëàñòè

D = {z | Im z > 0} \ {z | |z − i| 6 1},
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ |V (z)| = V∞ + o(1) ïðè D 3 z → ∞, ãäå V∞ > 0, è îáòåêàþùåå
ãðàíèöó îáëàñòè D â íàïðàâëåíèè îò −∞ ê +∞.

Îòâåò: V (z) = f ′(z), ãäå

f(z) =
2πV∞

1− exp
(
−2π

z

) .
Çàäà÷à 13. Íàéòè ïîòåíöèàë ϕ è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ E â îáëàñòè

D = {z | Im z > 0, |z| < 1},
óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

• ϕ|γ1 = 0, ãäå γ1 = {z | |z| = 1, Im z > 0};
• ϕ|γ2 = 2, ãäå γ2 = {z | |z| < 1, Im z = 0}.

Îòâåò: E(z) = f ′(z) è ϕ(z) = −Re f(z), ãäå

f(z) =
4i

π
ln

(
−i z − 1

z + 1

)
.

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �7.

Çàäà÷à 12. Íàéòè ïîëå ñêîðîñòåé V èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îáëàñòè

D = {z | Im z > 0} ∪ {z | |z| < 1},
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ |V (z)| = V∞ + o(1) ïðè D 3 z → ∞, ãäå V∞ > 0, è îáòåêàþùåå
ãðàíèöó îáëàñòè D â íàïðàâëåíèè îò −∞ ê +∞.

Îòâåò:

Çàäà÷à 13. Íàéòè ïîòåíöèàë ϕ è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ E â îáëàñòè

D = {z | |z| < 2, |z − 1| > 1},
óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

• ϕ|γ1 = 0, ãäå γ1 = {z | |z| = 2};
• ϕ|γ2 = 1, ãäå γ2 = {z | |z − 1| = 1}.
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35. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, îñíîâíûå ñâîéñòâà, òàáëèöà
îñíîâíûõ èçîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 35.1. Ôóíêöèåé-îðèãèíàëîì ìû áóäåì íàçûâàòü ëþáóþ êîìïëåêñíî-çíà÷íóþ
ôóíêöèþ f(t) âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà t, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì.

(1) f(t) � êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
(2) f(t) = 0 ïðè âñåõ t < 0.
(3) Ôóíêöèÿ f(t) âîçðàñòàåò íå áûñòðåå ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè. Áîëåå òî÷íî, ñóùå-

ñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå M > 0 è s > 0, ÷òî |f(t)| 6 Mest ïðè t > 0. ×èñëî s
íàçûâàþò ïîêàçàòåëåì ðîñòà ôóíêöèè f(t).

Îïðåäåëåíèå 35.2. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà (èëè èçîáðàæåíèåì) ôóíêöèè îðèãèíàëà f(t)
íàçûâàþò ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî F (p), îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì

F (p) =

∞∫
0

f(t)e−pt dt.

Òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ F (p) ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì ôóíêöèè f(t) ìû áóäåì çàïèñûâàòü
ñèìâîëîì

f(t) : F (p).

Òåîðåìà 35.3. Äëÿ ëþáîãî îðèãèíàëà f(t) åãî èçîáðàæåíèå F (p) îïðåäåëåíî â ïîëóïëîñêî-
ñòè Re(p) > s, ãäå s � ïîêàçàòåëü ðîñòà ôóíêöèè f(t), è ÿâëÿåòñÿ â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè
ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé.

Îïðåäåëåíèå 35.4. θ-ôóíêöèåé Õåâèñàéäà íàçûâàþò ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ

θ(t) =

{
1, t > 0,
0, t < 0.

Ïðèìåð 35.5. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè f(t) = eatθ(t), ãäå a ∈ C.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 35.2, íàéäåì

f(t) :

∞∫
0

eate−pt dt =

∞∫
0

e(a−p)t dt =
1

a− p
e(a−p)t

∣∣∣∣∞
0

=
1

p− a
. �

Îòâåò: eatθ(t) : 1
p−a .

Ïðèìåð 35.6. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè

f(t) =

{
1, t ∈ [0, 2],
0, t 6∈ [0, 2].

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 35.2, íàéäåì

f(t) :

2∫
0

e−pt dt = −1

p
e−pt

∣∣∣∣2
0

=
1− e−2p

p
. �

Îòâåò: f(t) : 1−e−2p

p
.
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Òåîðåìà 35.7 (Äèôôåðåíöèðîâàíèå îðèãèíàëà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t) íåïðåðûâíà âìåñòå ñî
ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè f (k)(t), k = 1, . . . , n ïðè t > 0 è f (n)(t) ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì. Òîãäà

f ′(t) : pF (p)− f(0),

f (n)(t) : pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f ′(0)− . . .− f (n−1)(0),

ãäå ïîä f (k)(0) ïîíèìàåòñÿ ïðàâîå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå lim
t→+0

f (k)(t).

Òåîðåìà 35.8 (Äèôôåðåíöèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t) ÿâëÿåòñÿ îðèãèíà-
ëîì. Òîãäà

tnf(t) : (−1)nF (n)(p).

Òåîðåìà 35.9 (Èíòåãðèðîâàíèå îðèãèíàëà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t) ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì. Òîãäà

t∫
0

f(t) dt :
F (p)

p
.

Îïðåäåëåíèå 35.10. Ñâåðòêîé äâóõ îðèãèíàëîâ f(t) è g(t) íàçûâàþò ôóíêöèþ

(f ∗ g)(t) =

t∫
0

f(τ)g(t− τ) dτ.

Òåîðåìà 35.11 (Òåîðåìà óìíîæåíèÿ èçîáðàæåíèé). Ïóñòü ôóíêöèè f(t) è g(t) ÿâëÿþòñÿ
îðèãèíàëàìè. Òîãäà

(f ∗ g)(t) : F (p)G(p).

Ïðèìåð 35.12. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äèôôåðåíöèðîâàíèè èçîáðàæåíèÿ, íàéòè èçîáðàæåíèå
ôóíêöèè f(t) = tetθ(t).

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèìåðà 35.5

tetθ(t) : −
(

1

p− 1

)′
=

1

(p− 1)2
. �

Îòâåò: tetθ(t) : 1
(p−1)2 .

Ïðèìåð 35.13 (Èíòåãðàë Äþàìåëÿ). Ïóñòü f(t) : F (p) è g(t) : G(p). Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

pF (p)G(p) : g(0)f(t) +

t∫
0

f(τ)g′(t− τ) dτ.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâàíèè è óìíîæåíèè èçîáðàæåíèé, ïîëó÷èì

pF (p)G(p) = F (p)[pG(p)− g(0)] + g(0)F (p) : (f ∗ g′)(t) + g(0)f(t). �
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Òåîðåìà 35.14 (Òàáëèöà èçîáðàæåíèé). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

tneatθ(t) :
n!

(p− a)n+1
, n ∈ Z+, a ∈ C,

sin(at)θ(t) :
a

p2 + a2
, a ∈ C,

cos(at)θ(t) :
p

p2 + a2
, a ∈ C,

taθ(t) :
Γ(a+ 1)

pa+1
, a > −1,{

1, t ∈ [0, a]
0, t 6∈ [0, a]

:
1− e−ap

p
, a > 0.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 35.15. Äîêàæèòå òåîðåìó 35.7 ïðè n = 1.

Çàäà÷à 35.16. Äîêàæèòå òåîðåìó 35.8 ïðè n = 1.

Çàäà÷à 35.17. Äîêàæèòå òåîðåìó 35.9.

Çàäà÷à 35.18. Äîêàæèòå òåîðåìó 35.14.
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36. Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ìåëëèíà.

Òåîðåìà 36.1 (Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ìåëëèíà). Ïóñòü F (p) � èçîáðàæåíèå îðèãèíàëà f(t).
Ïóñòü s0 òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ F (p) ðåãóëÿðíà â ïîëóïëîñêîñòè Re p > s0. Òîãäà
â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(t) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

f(t) =
1

2πi

s+i∞∫
s−i∞

F (p)ept dp, (36.1)

ãäå s � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî s > s0.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ âèäà (36.1) ïðîâîäèòñÿ òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî èíòåãðàëîâ ïî âåùå-
ñòâåííîé îñè, ñîäåðæàùèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, ñòð. 55. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íóæíî áóäåò çàìûêàòü ëèáî â ëåâóþ, ëèáî â ïðàâóþ
ïîëóïëîñêîñòü, â çàâèñèìîñòè îò òîãî â êàêóþ ñòîðîíó óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü.
Ñôîðìóëèðóåì âàðèàíò ëåììû Æîðäàíà, ïðèñïîñîáëåííûé äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 36.2.

• Ïóñòü ôóíêöèÿ g(z) íåïðåðûâíà â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà òî÷åê, è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

lim
R→∞

sup
z∈C+

R

|g(z)| = 0,

ãäå C+
R = {|z| = R} ∩ {Re z > 0}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî α < 0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
R→∞

∫
C+
R

g(z)eαz dz = 0.

• Ïóñòü ôóíêöèÿ g(z) íåïðåðûâíà â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà òî÷åê, è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

lim
R→∞

sup
z∈C−R

|g(z)| = 0,

ãäå C−R = {|z| = R} ∩ {Re z < 0}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî α > 0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
R→∞

∫
C−R

g(z)eαz dz = 0.

Ïðèìåð 36.3. Âîññòàíîâèòü îðèãèíàë ïî èçîáðàæåíèþ

F (p) =
1

p− 2
.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ F (p) ðåãóëÿðíà â ïîëóïëîñêîñòè Re(p) > 2. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ìåë-
ëèíà, ïîëàãàÿ s = 3 > 2,

f(t) =
1

2πi

3+i∞∫
3−i∞

ept

p− 2
dp. (36.2)
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé t < 0. Ôóíêöèÿ ept ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, è
ñîãëàñíî òåîðåìå (36.2) êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íóæíî çàìûêàòü òàì æå. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

ôóíêöèÿ ept

p−2
íå èìååò îñîáûõ òî÷åê â ïîëóïëîñêîñòè Re(z) > 3, ïîëó÷èì

f(t) =
1

2πi

3+i∞∫
3−i∞

ept

p− 2
dp = 0, t < 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé t > 0. Òåïåðü ôóíêöèÿ ept ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò â ëåâîé ïîëóïëîñêî-
ñòè, è êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî çàìêíóòü òàì æå. Îòñþäà

f(t) =
1

2πi

3+i∞∫
3−i∞

ept

p− 2
dp = res

p=2

ept

p− 2
= e2t, t > 0.

Ïðè t = 0 èíòåãðàë (36.2), âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñõîäèòñÿ, è ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàçðûâó ôóíê-
öèè f(t) â òî÷êå t = 0. Êàêîå èìåííî ìû ïðèïèøåì çíà÷åíèå ôóíêöèè f(t) â åå òî÷êå ðàçðûâà
íå âàæíî. �

Îòâåò: f(t) = e2tθ(t).

Ïðèìåð 36.4. Âîññòàíîâèòü îðèãèíàë ïî èçîáðàæåíèþ

F (p) =
e−2p

p2
.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ F (p) ðåãóëÿðíà â ïîëóïëîñêîñòè Re(p) > 0. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ìåë-
ëèíà, ïîëàãàÿ s = 1 > 0,

f(t) =
1

2πi

1+i∞∫
1−i∞

ep(t−2)

p2
dp.

Ïðè t < 2 ôóíêöèÿ ep(t−2) ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, è êîíòóð èíòå-

ãðèðîâàíèÿ íóæíî çàìûêàòü òàì æå. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ ep(t−2)

p2 íå èìååò îñîáûõ òî÷åê

â ïîëóïëîñêîñòè Re(z) > 1, ïîëó÷èì

f(t) =
1

2πi

1+i∞∫
1−i∞

ep(t−2)

p2
dp = 0, t < 2.

Ïðè t > 2 êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî çàìûêàòü â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Îòñþäà

f(t) =
1

2πi

1+i∞∫
1−i∞

ep(t−2)

p2
dp = res

p=0

ep(t−2)

p2
= t− 2, t > 2. (36.3)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè t = 2 èíòåãðàë (36.3) ñõîäèòñÿ, è, ñîîòâåòñòâåííî, îðèãèíàë f(t) íåïðåðûâåí
ïðè t = 2, ñðàâíè ñ ïðèìåðîì 36.3. �

Îòâåò: f(t) = (t− 2)θ(t− 2).

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 36.5. Âîññòàíîâèòü îðèãèíàë ïî èçîáðàæåíèþ F (p) = 1
p2(p+1)

.

Îòâåò: f(t) = (e−t − 1 + t)θ(t).
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Çàäà÷à 36.6. Âîññòàíîâèòü îðèãèíàë ïî èçîáðàæåíèþ F (p) = e−p

p2−4
.

Îòâåò: f(t) = sh(2(t−1))
2

θ(t− 1).

Çàäà÷à 36.7. Âîññòàíîâèòü îðèãèíàë ïî èçîáðàæåíèþ F (p) = 2 e−p−e−2p

p(p−2)
.

Îòâåò:

f(t) =


0, t 6 1,
e2(t−1) − 1, 1 < t < 2,
e2(t−1) − e2(t−2), t > 2.

Çàäà÷à 36.8. Äîêàæèòå òåîðåìó 35.14, âû÷èñëÿÿ ôóíêöèè-îðèãèíàëû ÷åðåç èõ èçîáðàæåíèÿ.
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37. Îïåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óäîáíûì ñðåäñòâîì äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

an x
(n)(t) + an−1 x

(n−1)(t) + . . .+ a1 x
′(t) + a0 x(t) = f(t) (37.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x(0) = x0, x
′(0) = x1, . . . , x

(n−1)(0) = xn−1. (37.2)

Çäåñü x(t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, f(t) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ-îðèãèíàë, a0, . . ., an, x0, . . ., xn−1

� çàäàííûå ïîñòîÿííûå è an 6= 0. Â äàëüíåéøåì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
(37.1) � (37.2) ïðè t > 0.

Çàìå÷àíèå 37.1. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(t) ïðè t 6 0 íèêàê íå âëèÿþò íà ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè (37.1) � (37.2) ïðè t > 0, òî âñåãäà ìîæíî ïîëîæèòü f(t) = 0 ïðè t 6 0.

Îïèøåì îñíîâíóþ èäåþ îïåðàöèîííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè âèäà (37.1) � (37.2).
Ðåøåíèå ñòðîèòñÿ â äâà øàãà.

(1) Ââîäèì îáîçíà÷åíèÿ x(t) : X(p), f(t) : F (p) è ïðèìåíÿåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê
óðàâíåíèþ (37.1). Â ðåçóëüòàòå, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äèôôåðåíöèðîâàíèè îðèãèíàëà 35.7
íà ñòð. 119, ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà èçîáðàæåíèå X(p)(

anp
n + an−1p

n−1 + . . .+ a1p+ a0

)
X(p) =

= F (p) + x0

(
anp

n−1 + an−1p
n−2 + . . .+ a1

)
+ . . . + xn−1an.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, íàéäåì èçîáðàæåíèå X(p).
(2) Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó îáðàùåíèÿ Ìåëëèíà, ñì. òåîðåìó 36.1 íà ñòð. 121, ê èçîáðàæåíèþ

X(p), íàéäåì ôóíêöèþ-îðèãèíàë x(t).
◦ Ïîëó÷åííàÿ òàêèì ñïîñîáîì ôóíêöèÿ x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (37.1) �
(37.2) ïðè t > 0.

Ïðèìåð 37.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì

x′ + x = e−t, x(0) = 0. (37.3)

Ðåøåíèå. Âû÷èñëÿåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè e−t, ñì. òàáëèöó èçîáðàæåíèé,

e−t :
1

p+ 1
.

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê óðàâíåíèþ (37.3), ïîëó÷èì

pX(p) +X(p) =
1

p+ 1
⇐⇒ X(p) =

1

(p+ 1)2
.

Ôóíêöèÿ X(p) ðåãóëÿðíà â ïîëóïëîñêîñòè Re(p) > −1. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ìåëëèíà,
ïîëàãàÿ s = 0 > −1,

x(t) =
1

2πi

+i∞∫
−i∞

ept

(p+ 1)2
dp.
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Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé t > 0. Ôóíêöèÿ ept ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò â ëåâîé ïîëóïëîñ-
êîñòè, è ñîãëàñíî òåîðåìå (36.2) êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íóæíî çàìûêàòü òàì æå. Îòñþäà

x(t) =
1

2πi

+i∞∫
−i∞

ept

(p+ 1)2
dp = res

p=−1

ept

(p+ 1)2
=

d

dp
ept
∣∣∣∣
p=−1

= te−t.

Îòâåò: x(t) = te−t.

Ïðèìåð 37.3. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì

x′ − 2x =

{
1, 0 6 t < 1,
0, 1 6 t,

x(0) = 2. (37.4)

Ðåøåíèå. Âû÷èñëÿåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà{
1, 0 6 t < 1
0, 1 6 t

:

1∫
0

e−pt dt =
1− e−p

p
.

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê óðàâíåíèþ (37.4), ïîëó÷èì

pX(p)− x(0)− 2X(p) =
1− e−p

p
⇐⇒ X(p) =

1 + 2p− e−p

p(p− 2)
. (37.5)

Ôóíêöèÿ X(p) ðåãóëÿðíà â ïîëóïëîñêîñòè Re(p) > 2. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ìåëëèíà,
ïîëàãàÿ s = 3 > 2,

x(t) =
1

2πi

3+i∞∫
3−i∞

1 + 2p− e−p

p(p− 2)
ept dp =

1

2πi

3+i∞∫
3−i∞

1 + 2p

p(p− 2)
ept dp− 1

2πi

3+i∞∫
3−i∞

ep(t−1)

p(p− 2)
dp. (37.6)

Âû÷èñëèì ïåðâûé èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè (37.6). Ôóíêöèÿ ept ýêñïîíåíöèàëüíî
óáûâàåò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ïðè t > 0 è êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî çàìûêàòü òàì
æå. Îòñþäà

1

2πi

3+i∞∫
3−i∞

1 + 2p

p(p− 2)
ept dp = res

p=0

1 + 2p

p(p− 2)
ept + res

p=2

1 + 2p

p(p− 2)
ept = −1

2
+

5

2
e2t.

Âû÷èñëèì âòîðîé èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè (37.6). Ôóíêöèÿ ep(t−1) ýêñïîíåíöèàëüíî
óáûâàåò â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè ïðè 0 6 t < 1 è êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî çàìûêàòü
òàì æå

1

2πi

3+i∞∫
3−i∞

ep(t−1)

p(p− 2)
dp = 0 ïðè 0 6 t < 1.

Ôóíêöèÿ ep(t−1) ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ïðè t > 1 è êîíòóð èíòåãðè-
ðîâàíèÿ íóæíî çàìûêàòü òàì æå

1

2πi

3+i∞∫
3−i∞

ep(t−1)

p(p− 2)
dp = res

p=0

ep(t−1)

p(p− 2)
+ res

p=2

ep(t−1)

p(p− 2)
= −1

2
+

1

2
e2(t−1) ïðè t > 1.
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Îêîí÷àòåëüíî, ñîáèðàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ âìåñòå, ïîëó÷èì

x(t) =
5e2t − 1

2
+

{
0, 0 6 t < 1,
e2(t−1)−1

2
, 1 6 t.

�

Îòâåò:

x(t) =
5e2t − 1

2
+

{
0, 0 6 t < 1,
e2(t−1)−1

2
, 1 6 t.

Ïðèìåð 37.4. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì

x′′ − 2x′ + x = 6tet, x(0) = 0, x′(0) = 1. (37.7)

Ðåøåíèå. Âû÷èñëÿåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè tet, ñì. òàáëèöó èçîáðàæåíèé,

6tet :
6

(p− 1)2
.

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê óðàâíåíèþ (37.7), ïîëó÷èì

p2X(p)− px(0)− x′(0)− 2pX(p) + 2x(0) +X(p) =
6

(p− 1)2
,

X(p) =
1

(p− 1)2
+

6

(p− 1)4
. (37.8)

Ôóíêöèÿ X(p) ðåãóëÿðíà â ïîëóïëîñêîñòè Re(p) > 1. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ìåëëèíà,
ïîëàãàÿ s = 2 > 1,

x(t) =
1

2πi

2+i∞∫
2−i∞

ept

(p− 1)2
dp+

1

2πi

2+i∞∫
2−i∞

6ept

(p− 1)4
dp.

Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íóæíî çàìûêàòü â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ïðè t > 0. Îòñþäà

x(t) = res
p=1

ept

(p− 1)2
+ res

p=1

6ept

(p− 1)4
= tet + t3et. �

Îòâåò: x(t) = tet + t3et.

Òåîðåìà 37.5. Ïóñòü g(t) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè{
an g

(n)(t) + an−1 g
(n−1)(t) + . . .+ a1 g

′(t) + a0 g(t) = 1,

g(0) = g′(0) = . . . = g(n−1)(0) = 0.
(37.9)

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè{
an x

(n)(t) + an−1 x
(n−1)(t) + . . .+ a1 x

′(t) + a0 x(t) = f(t),

x(0) = x′(0) = . . . = xn−1 = 0,
(37.10)

ìîæåò áûòü âûðàæåíî ôîðìóëîé

x(t) = (f ∗ g′)(t) =

t∫
0

f(τ)g′(t− τ) dτ.
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Ïðèìåð 37.6. Äîêàçàòü òåîðåìó 37.5.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê óðàâíåíèÿì (37.9) è (37.10), ïîëó÷èì

G(p)E(p) =
1

p
, X(p)E(p) = F (p),

ãäå g(t) : G(p), x(t) : X(p), f(t) : F (p) è E(p) � íåêîòîðûé ïîëèíîì. Îòñþäà íàéäåì èçîáðà-
æåíèå X(p)

X(p) = pF (p)G(p).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëîì Äþàìåëÿ (ïðèìåð 35.13
íà ñòð. 119) è ó÷åñòü, ÷òî g(0) = 0. �

Ïðèìåð 37.7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì

x′′ + x = f(t), x(0) = 0, x′(0) = A. (37.11)

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå çàäà÷è (37.11) óäîáíî èñêàòü â âèäå

x(t) = x1(t) + x2(t), (37.12)

ãäå x1(t) è x2(t) � ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷ Êîøè

x′′1 + x1 = f(t), x1(0) = 0, x′1(0) = 0, (37.13)

x′′2 + x2 = 0, x2(0) = 0, x′2(0) = A. (37.14)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (37.13), íàéäåì ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

g′′ + g = 1, g(0) = 0, g′(0) = 0.

Èñïîëüçóÿ îïåðàöèîííûé ìåòîä, ïîëó÷èì

g(t) = 1− cos t.

Òåïåðü èç òåîðåìû 37.5 ñëåäóåò, ÷òî

x1(t) =

t∫
0

f(τ) sin(t− τ) dτ. (37.15)

Èñïîëüçóÿ îïåðàöèîííûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (37.14), ïîëó÷èì

x2(t) = A sin t. (37.16)

Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (37.15) è (37.16) â ôîðìóëó (37.12), íàéäåì ðåøåíèå èñõîäíîé
çàäà÷è Êîøè

x(t) = A sin t+

t∫
0

f(τ) sin(t− τ) dτ.

Îòâåò: x(t) = A sin t+
t∫

0

f(τ) sin(t− τ) dτ .

Ïðèìåð 37.8. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðè t > 0 îïåðàöèîííûì
ìåòîäîì {

x′′ + y = 0,
y′′ + x = 0,

x(0) = y(0) = y′(0) = 0, x′(0) = 2. (37.17)
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Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (37.17), ïîëó÷èì{
p2X(p) + Y (p) = 2,
p2Y (p) +X(p) = 0.

(37.18)

Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (37.18) íàéäåì èçîáðàæåíèÿ X(p) è Y (p)

X(p) =
2p2

p4 − 1
, Y (p) = − 2

p4 − 1
.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ìåëëèíà, íàéäåì îðèãèíàëû x(t) è y(t)

x(t) =
1

2πi

2+i∞∫
2−i∞

2p2

p4 − 1
ept dp = sin t+ sh t,

y(t) = − 1

2πi

2+i∞∫
2−i∞

2

p4 − 1
ept dp = sin t− sh t.

Îòâåò: x(t) = sin t+ sh t, y(t) = sin t− sh t.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 37.9. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì

x′ =

{
0, 0 6 t < 2,
4t, 2 6 t,

x(0) = 1.

Îòâåò:

x(t) =

{
1, 0 6 t < 2,
2t2 − 7, 2 6 t.

Çàäà÷à 37.10. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì

x′′ − 3x′ + 2x = et, x(0) = 1, x′(0) = 1.

Îòâåò: x(t) = e2t − tet.

Çàäà÷à 37.11. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì

x′′ + x = 2 cos t, x(0) = 1, x′(0) = 0.

Îòâåò: x(t) = cos t+ t sin t.

Çàäà÷à 37.12. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì

x′ + x = f(t), x(0) = A.

Îòâåò: g(t) = 1− e−t, x(t) = Ae−t +
t∫

0

f(τ)eτ−t dτ .

Çàäà÷à 37.13. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì

x′′ + 2x′ + x = f(t), x(0) = A, x′(0) = B.

Îòâåò: g(t) = 1− e−t − te−t, x(t) = A(e−t + te−t) +Bte−t +
t∫

0

f(τ)(t− τ)eτ−t dτ .
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Çàäà÷à 37.14. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðè t > 0 îïåðàöèîííûì
ìåòîäîì {

x′′ − 2y′ = 0,
y′′ − y + x′ = 0,

x(0) = 0, x′(0) = 2, y(0) = 1, y′(0) = 0.

Îòâåò: x(t) = 2 sin t, y(t) = cos t.
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38. 8-àÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà (çàäà÷à: 14; 15 ìèíóò).

Êîììåíòàðèè ê çàäà÷å 14. Ñòóäåíò äîëæåí óìåòü ïðèìåíÿòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà
ê ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, óìåòü ðåøàòü çàäà÷è ñî ñêà÷êàìè â ¾ïðàâîé¿
÷àñòè è ïîíèìàòü êàê èõ íàëè÷èå ñêàçûâàåòñÿ íà ïðèìåíåíèè ôîðìóëû Ìåëëèíà. Íå íóæíî
äàâàòü ñëîæíûå âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è.

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �8.

Çàäà÷à 14. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

x′ + x =

{
1, t ∈ [0, 1],
0, t ∈ (1,+∞),

x(0) = 1,

ïðè t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì.

Îòâåò:

x(t) =

{
1, t ∈ [0, 1],
e1−t, t ∈ (1,+∞).

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �8.

Çàäà÷à 14. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

x′′ + 3x′ + 2x =

{
0, t ∈ [0, 1],
1, t ∈ (1,+∞),

x(0) = 0, x′(0) = e,

ïðè t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì.

Îòâåò:

x(t) =

{
e (e−t − e−2t) , t ∈ [0, 1],
1
2

+
(
e2

2
− e
)
e−2t, t ∈ (1,+∞).
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39. O-ñèìâîëèêà.

Îïðåäåëåíèå 39.1.

• Çàïèñü
f(λ) = O(g(λ)) ïðè λ→ λ0

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííàÿ C è îêðåñòíîñòü V òî÷êè λ0 òàêèå, ÷òî

|f(λ)| 6 C|g(λ)| ïðè λ ∈ V.
• Çàïèñü

f(λ) = o(g(λ)) ïðè λ→ λ0

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ α òàêàÿ, ÷òî

f(λ) = α(λ)g(λ), lim
λ→λ0

α(λ) = 0.
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40. Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëîâ òèïà Ëàïëàñà.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âèäà
b∫

a

f(x)eλS(x) dx, (40.1)

ãäå [a, b] � êîíå÷íûé èíòåðâàë íà âåùåñòâåííîé îñè, ôóíêöèè f è S ïðèíàäëåæàò êëàññó C∞[a, b],
S � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ è λ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.
Ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì èíòåãðàëà (40.1) ïðè λ → +∞. Èç

î÷åâèäíîé îöåíêè ∣∣∣∣∣∣
∫
∆

f(x)eλS(x) dx

∣∣∣∣∣∣ 6 CeMλ, M = max
x∈∆

S(x), λ > 0,

ñëåäóåò, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà (40.1) äàåò îêðåñòíîñòü òîé òî÷êè (áûòü
ìîæåò íåñêîëüêèõ òî÷åê), â êîòîðîé ôóíêöèÿ S ïðèíèìàåò ñâîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå. Âêëàä
â àñèìïòîòèêó îò îêðåñòíîñòè òî÷êè c ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Fc(λ).

Òåîðåìà 40.1. Ïóñòü ôóíêöèè f è S ïðèíàäëåæàò êëàññó C∞[a, b], S � âåùåñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ è λ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Ïóñòü ôóíêöèÿ S ïðèíèìàåò ñâîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
íà îòðåçêå [a, b] â òî÷êàõ c1, . . . , cn. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

• Ïóñòü ck = a è S ′(a) < 0. Òîãäà

Fck(λ) = −eλS(a) 1

λS ′(a)

(
f(a) +O

(
1

λ

))
ïðè λ→ +∞. (40.2)

• Ïóñòü ck = b è S ′(b) > 0. Òîãäà

Fck(λ) = eλS(b) 1

λS ′(b)

(
f(b) +O

(
1

λ

))
ïðè λ→ +∞. (40.3)

• Ïóñòü S ′(ck) = 0 è S ′′(ck) < 0. Òîãäà, åñëè ck 6= a è ck 6= b, òî

Fck(λ) = eλS(ck)

√
2π

λ|S ′′(ck)|

(
f(ck) +O

(
1

λ

))
ïðè λ→ +∞, (40.4)

åñëè ck = a èëè ck = b, òî

Fck(λ) =
1

2
eλS(ck)

√
2π

λ|S ′′(ck)|

(
f(ck) +O

(
1√
λ

))
ïðè λ→ +∞. (40.5)

◦ Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà (40.1) ïðè λ→ +∞ ìîæåò áûòü îïèñàíî ôîð-
ìóëîé

b∫
a

f(x)eλS(x) dx =
n∑
k=1

Fck(λ).

Ïðèìåð 40.2. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
1∫

0

(1 + x)eλx
2

dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.
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Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ S(x) = x2 äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà íà îòðåçêå [0, 1] â åäèíñòâåííîé
òî÷êå c = 1. Âêëàä îò ýòîé òî÷êè îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (40.3)

Fc=1(λ) = eλ
1

2λ

(
2 +O

(
1

λ

))
= eλ

1

λ

(
1 +O

(
1

λ

))
ïðè λ→ +∞. �

Îòâåò:
1∫
0

(1 + x)eλx
2
dx = eλ 1

λ

(
1 +O

(
1
λ

))
ïðè λ→ +∞.

Ïðèìåð 40.3. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà

1∫
−1

(1 + x)eλ cos(2x) dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ S(x) = cos(2x) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà íà îòðåçêå [−1, 1] â åäèíñòâåí-
íîé òî÷êå c = 0. Âêëàä îò ýòîé òî÷êè îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (40.4)

S(0) = 1, S ′(0) = −2 sin(2x)|x=0 = 0, S ′′(0) = −4 cos(2x)|x=0 = −4,

Fc=0(λ) = eλ
√

2π

4λ

(
1 +O

(
1

λ

))
= eλ

√
π

2λ

(
1 +O

(
1

λ

))
ïðè λ→ +∞. �

Îòâåò:
1∫
−1

(1 + x)eλ cos(2x) dx = eλ
√

π
2λ

(
1 +O

(
1
λ

))
ïðè λ→ +∞.

Ïðèìåð 40.4. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà

4∫
−3

(4 + x2)eλ(x3−12x) dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûå äâà ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ S(x) = x3 − 12x äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà íà îòðåçêå [−3, 4] â äâóõ
òî÷êàõ c1 = −2 è c2 = 4. Âêëàä îò òî÷êè c1 = −2 îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (40.4)

S(−2) = 16, S ′(−2) = (3x2 − 12)|x=−2 = 0, S ′′(−2) = 6x|x=−2 = −12,

Fc1=−2(λ) = e16λ

√
2π

12λ

(
8 +O

(
1

λ

))
= e16λ

√
32π

3λ

(
1 +O

(
1

λ

))
ïðè λ→ +∞.

Âêëàä îò òî÷êè c2 = 4 îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (40.3)

S(4) = 16, S ′(4) = (3x2 − 12)|x=4 = 36,

Fc2=4(λ) = e16λ 1

36λ

(
20 +O

(
1

λ

))
= e16λ 5

9λ

(
1 +O

(
1

λ

))
ïðè λ→ +∞. �

Îòâåò:
4∫
−3

(4 + x2)eλ(x3−12x) dx = e16λ
(√

32π
3λ

+ 5
9λ

+O
(

1
λ3/2

))
ïðè λ→ +∞.
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Ïðèìåð 40.5. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
4∫

−3

(4 + x2)eλ(x3−12x) dx ïðè λ→ −∞. (40.6)

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Ðåøåíèå. Â çàäà÷å ïðåäëàãàåòñÿ èñêàòü àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà ïðè áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ. Ïîýòîìó óäîáíî ïåðåïèñàòü çàäà÷ó (40.6) â âèäå

4∫
−3

(4 + x2)e|λ|(12x−x3) dx ïðè |λ| → +∞.

Ôóíêöèÿ S(x) = 12x− x3 äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà íà îòðåçêå [−2, 4] â îäíîé òî÷êå c = 2.
Âêëàä îò ýòîé òî÷êè îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (40.4)

S(2) = 16, S ′(2) = (12− 3x2)|x=2 = 0, S ′′(2) = −6x|x=2 = −12,

Fc=2(λ) = e16|λ|

√
2π

12|λ|

(
8 +O

(
1

|λ|

))
= e16|λ|

√
32π

3|λ|

(
1 +O

(
1

|λ|

))
ïðè |λ| → +∞. �

Îòâåò:
4∫
−3

(4 + x2)eλ(x3−12x) dx = e16|λ|
√

32π
3|λ|

(
1 +O

(
1
λ

))
ïðè λ→ −∞.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 40.6. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
1∫

−1

(2 + x)eλx
2

dx ïðè λ→ ±∞.

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
1∫
−1

(2 + x)eλx
2
dx = eλ 2

λ

(
1 +O

(
1
λ

))
ïðè λ→ +∞;

1∫
−1

(2 + x)eλx
2
dx =

√
4π
|λ|

(
1 +O

(
1
λ

))
ïðè

λ→ −∞.

Çàäà÷à 40.7. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
4∫

−1

(2 + cos(x))eλ cos 2x dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
4∫
−1

(2 + cos(x))eλ cos 2x dx = eλ
√

8π
λ

(
1 +O

(
1
λ

))
ïðè λ→ +∞.

Çàäà÷à 40.8. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
3∫

−1

(3− 2 cos(x))e3λ(2 sinx−x) dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.
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Îòâåò:
3∫
−1

(3− 2 cos(x))e3λ(2 sinx−x) dx = e(3
√

3−π)λ
√

8π
3
√

3λ

(
1 +O

(
1
λ

))
ïðè λ→ +∞.

Çàäà÷à 40.9. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
3∫

0

(1 + 2x)eλ(x3−5x2+7x) dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûå äâà ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
3∫
0

(1 + 2x)eλ(x3−5x2+7x) dx = e3λ
(
3
√

π
2λ

+ 7
4λ

+O
(

1
λ3/2

))
ïðè λ→ +∞.

Çàäà÷à 40.10. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
2∫

−2

(2 + x)eλ(x3−3x−1) dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûå äâà ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
2∫
−2

(2 + x)eλ(x3−3x−1) dx = eλ
(√

π
3λ

+ 4
9λ

+O
(

1
λ3/2

))
ïðè λ→ +∞.

Çàäà÷à 40.11. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
π∫

0

cosx eλ(1−x sinx) dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
π∫
0

cosx eλ(1−x sinx) dx = eλ
(

1
2

√
π
λ

+O
(

1
λ

))
ïðè λ→ +∞.

Çàäà÷à 40.12. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
2∫

−1

(2 + x)eλ(x4−4x2) dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûå äâà ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
2∫
−1

(2 + x)eλ(x4−4x2) dx =
√

π
λ

+ 1
4λ

+O
(

1
λ3/2

)
ïðè λ→ +∞.

Çàäà÷à 40.13. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
π
2∫

0

cos(2x)e−λ sinx sin(2x) dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:

π
2∫

0

cos(2x)e−λ sinx sin(2x) dx = 1
2

√
π
2λ

+O
(

1
λ

)
ïðè λ→ +∞.
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Çàäà÷à 40.14. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
1∫

1/2

1

x2
eλ(lnx+arccosx) dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è óêàçàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
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41. Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëîâ òèïà Ôóðüå.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âèäà
b∫

a

f(x)eiλS(x) dx, (41.1)

ãäå [a, b] � êîíå÷íûé èíòåðâàë íà âåùåñòâåííîé îñè, ôóíêöèè f è S ïðèíàäëåæàò êëàññó C∞[a, b],
S � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ è λ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.
Ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì èíòåãðàëà (41.1) ïðè λ→ +∞.

Îïðåäåëåíèå 41.1. Ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèè S íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ òî÷êà c ∈ [a, b]
òàêàÿ, ÷òî S ′(c) = 0.

Â îòëè÷èå îò èíòåãðàëà âèäà (40.1), âêëàä â àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà (41.1) äàþò âñå ñòàöèî-
íàðíûå òî÷êè ôóíêöèè S è êîíöû ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ a è b. Âêëàä â àñèìïòîòèêó îò
îêðåñòíîñòè òî÷êè c ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Fc(λ).

Òåîðåìà 41.2. Ïóñòü ôóíêöèè f è S ïðèíàäëåæàò êëàññó C∞[a, b], S � âåùåñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ è λ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Ïóñòü c1, . . . , cn � ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè S. Òîãäà
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

• Ïóñòü S ′(a) 6= 0. Òîãäà âêëàä îò íèæíåãî ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ a âûðàæàåòñÿ ôîð-
ìóëîé

Fa(λ) = −eiλS(a) 1

iλS ′(a)

(
f(a) +O

(
1

λ

))
ïðè λ→ +∞. (41.2)

• Ïóñòü S ′(b) 6= 0. Òîãäà âêëàä îò âåðõíåãî ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ b âûðàæàåòñÿ ôîð-
ìóëîé

Fb(λ) = eiλS(b) 1

iλS ′(b)

(
f(b) +O

(
1

λ

))
ïðè λ→ +∞. (41.3)

• Ïóñòü S ′′(ck) 6= 0. Òîãäà, åñëè ck 6= a è ck 6= b, òî

Fck(λ) = eiλS(ck)+iπ
4

sign(S′′(ck))

√
2π

λ|S ′′(ck)|

(
f(ck) +O

(
1

λ

))
ïðè λ→ +∞, (41.4)

åñëè ck = a èëè ck = b, òî

Fck(λ) =
1

2
eiλS(ck)+iπ

4
sign(S′′(ck))

√
2π

λ|S ′′(ck)|

(
f(ck) +O

(
1√
λ

))
ïðè λ→ +∞, (41.5)

◦ Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà (41.1) ïðè λ→ +∞ ìîæåò áûòü îïèñàíî ôîð-
ìóëîé

b∫
a

f(x)eiλS(x) dx = Fa(λ) + Fb(λ) +
∑
ck 6=a,b

Fck(λ).

Ïðèìåð 41.3. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà

2∫
1

(1 + x)eiλx
2

dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.
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Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ S(x) = x2 íå èìååò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê íà îòðåçêå [1, 2]. Âêëàä îò òî÷êè
a = 1 îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (41.2)

Fa=1(λ) = −eiλ 1

2iλ

(
2 +O

(
1

λ

))
= −eiλ 1

iλ

(
1 +O

(
1

λ

))
ïðè λ→ +∞.

Âêëàä îò òî÷êè b = 2 îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (41.3)

Fb=2(λ) = e4iλ 1

4iλ

(
3 +O

(
1

λ

))
= e4iλ 3

4iλ

(
1 +O

(
1

λ

))
ïðè λ→ +∞. �

Îòâåò:
2∫
1

(1 + x)eiλx
2
dx = e4iλ 3

4iλ
− eiλ 1

iλ
+O

(
1
λ2

)
ïðè λ→ +∞.

Ïðèìåð 41.4. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
π
2∫

0

sinx eiλ sin(2x) dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûå äâà ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ S(x) = sin(2x) èìååò îäíó ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó c = π
4
. Âêëàä îò ýòîé òî÷êè

îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (41.4)

S
(π

4

)
= 1, S ′

(π
4

)
= 2 cos(2x)|x=π

4
= 0, S ′′

(π
4

)
= −4 sin(2x)|x=π

4
= −4,

Fc=π
4
(λ) = eiλ−i

π
4

√
2π

4λ

(
1√
2

+O

(
1

λ

))
= eiλ−i

π
4

√
π

4λ

(
1 +O

(
1

λ

))
ïðè λ→ +∞.

Âêëàä îò òî÷êè a = 0 îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (41.2)

Fa=0(λ) = − 1

2iλ

(
0 +O

(
1

λ

))
= O

(
1

λ2

)
ïðè λ→ +∞.

Âêëàä îò òî÷êè b = π
2
îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (41.3)

Fb=π
2
(λ) =

1

(−2)iλ

(
1 +O

(
1

λ

))
= − 1

2iλ

(
1 +O

(
1

λ

))
ïðè λ→ +∞. �

Îòâåò:

π
2∫

0

sinx eiλ sin(2x) dx = eiλ−i
π
4

√
π
4λ
− 1

2iλ
+O

(
1

λ3/2

)
ïðè λ→ +∞.

Ïðèìåð 41.5. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà

2∫
0

(2− x) sin(λ(x3 − 3x)) dx ïðè λ→ +∞. (41.6)

Âûïèñàòü ïåðâûå äâà ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 41.2 ïåðåïèøåì èíòåãðàë (41.6) â âèäå

2∫
0

(2− x) sin(λ(x3 − 3x)) dx = Im

 2∫
0

(2− x)eiλ(x3−3x) dx

 . (41.7)
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Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà

2∫
0

(2− x)eiλ(x3−3x) dx

îïèñûâàåòñÿ òåîðåìîé 41.2. Ôóíêöèÿ S(x) = x3 − 3x èìååò îäíó ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó c = 1.
Âêëàä îò ýòîé òî÷êè îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (41.4)

S(1) = −2, S ′(1) = (3x2 − 3)|x=1 = 0, S ′′(1) = 6x|x=1 = 6,

Fc=1(λ) = e−2iλ+iπ
4

√
π

3λ

(
1 +O

(
1

λ

))
ïðè λ→ +∞.

Âêëàä îò òî÷êè a = 0 îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (41.2)

Fa=0(λ) =
1

3iλ

(
2 +O

(
1

λ

))
=

2

3iλ

(
1 +O

(
1

λ

))
ïðè λ→ +∞.

Âêëàä îò òî÷êè b = 2 îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (41.3)

Fb=2(λ) = e2iλ 1

9iλ

(
0 +O

(
1

λ

))
= O

(
1

λ2

)
ïðè λ→ +∞.

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî

2∫
0

(2− x)eiλ(x3−3x) dx = e−2iλ+iπ
4

√
π

3λ
+

2

3iλ
+O

(
1

λ3/2

)
ïðè λ→ +∞. (41.8)

Ïîäñòàâëÿÿ àñèìïòîòèêó (41.8) â ôîðìóëó (41.7), íàéäåì

2∫
0

(2− x) sin(λ(x3 − 3x)) dx = Im

(
e−2iλ+iπ

4

√
π

3λ
+

2

3iλ
+O

(
1

λ3/2

))
=

= − sin
(

2λ− π

4

)√ π

3λ
− 2

3λ
+O

(
1

λ3/2

)
ïðè λ→ +∞. �

Îòâåò:
2∫
0

(2− x) sin(λ(x3 − 3x)) dx = − sin
(
2λ− π

4

)√
π
3λ
− 2

3λ
+O

(
1

λ3/2

)
ïðè λ→ +∞.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 41.6. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà

2∫
−2

(x2 − 2)e4iλx dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
2∫
−2

(x2 − 2)e4iλx dx = sin(8λ)
λ

+O
(

1
λ2

)
ïðè λ→ +∞.
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Çàäà÷à 41.7. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
1∫

−1

(1 + x)eiλx
2

dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûå äâà ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
1∫
−1

(1 + x)eiλx
2
dx = ei

π
4

√
π
λ

+ 1
iλ
eiλ +O

(
1

λ3/2

)
ïðè λ→ +∞.

Çàäà÷à 41.8. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
1∫

0

(1 + x) sin(λ(x+ x3) dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
1∫
0

(1 + x) sin(λ(x+ x3) dx = 1
λ
− 1

2λ
cos(2λ) +O

(
1
λ2

)
ïðè λ→ +∞.

Çàäà÷à 41.9. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
1∫

−1

(1− x) cos(λ(x2 + 2x)) dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
1∫
−1

(1− x) cos(λ(x2 + 2x)) dx =
√

π
λ

cos
(
λ− π

4

)
+O

(
1
λ

)
ïðè λ→ +∞.

Çàäà÷à 41.10. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
π
2∫

0

cosx cos(λ(cosx+ x sinx) dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:

π
2∫

0

cosx cos(λ(cosx+ x sinx) dx =
√

π
2λ

cos
(
λ+ π

4

)
+O

(
1
λ

)
ïðè λ→ +∞.

Çàäà÷à 41.11. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
π
2∫

0

sin(2x) cos(λ(x+ 2 cosx) dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:

π
2∫

0

sin(2x) cos(λ(x+ 2 cosx) dx =
√

π
√

3
λ

cos
(
λ
(
π
6

+
√

3
)
− π

4

)
+O

(
1

λ3/2

)
ïðè λ→ +∞.



ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÑÎÁÈÅ � 5 ÑÅÌÅÑÒÐ 141

42. Íåòðèâèàëüíûå ñëó÷àè ïîèñêà àñèìïòîòè÷åñêîãî
ïîâåäåíèÿ èíòåãðàëîâ.

Ïðèìåð 42.1. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà

+∞∫
0

e−
1
x
−λx dx ïðè λ→ +∞. (42.1)

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Ðåøåíèå. Íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû 40.1 ê èíòåãðàëó (42.1) ïðèâîäèò ê ñëåäóþ-
ùåìó ðåçóëüòàòó. Ôóíêöèÿ S(x) = −x íà èíòåðâàëå [0,+∞) ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå â

òî÷êå c = 0. Ôóíêöèÿ f(x) = e−
1
x â òî÷êå c = 0 îáðàùàåòñÿ â íîëü. Îòñþäà

+∞∫
0

e−
1
x
−λx dx = O

(
1

λ2

)
ïðè λ→ +∞.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñìîãëè ëèøü ïîëó÷èòü îöåíêó ñâåðõó äëÿ èíòåãðàëà (42.1) ïðè λ→ +∞.
Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà â äàííîì ïðèìåðå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè S

ñîâïàëà ñ íóëåì (áåñêîíå÷íîé êðàòíîñòè) ôóíêöèè f . ×òîáû ïðåîäîëåòü ýòó òðóäíîñòü ñäåëàåì
çàìåíó ïåðåìåííîé x = λαy

+∞∫
0

e−
1
x
−λx dx = λα

+∞∫
0

e−λ
−α 1

y
−λα+1y dy.

Ïàðàìåòð α âûáåðåì òàê, ÷òîáû âûðàæåíèå ïîä ýêñïîíåíòîé ìîæíî áûëî ïåðåïèñàòü â âèäå
µ(λ)S(y). Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî

−α = α + 1⇐⇒ α = −1

2
,

+∞∫
0

e−
1
x
−λx dx =

1√
λ

+∞∫
0

e−
√
λ( 1

y
+y) dy. (42.2)

Ïðèìåíèì òåîðåìó 40.1 ê èíòåãðàëó

+∞∫
0

e−µ(
1
y

+y) dy,

ãäå µ =
√
λ. Ôóíêöèÿ S(y) = −y − 1

y
ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå â òî÷êå c = 1. Âêëàä îò

ýòîé òî÷êè îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (40.4)

S(1) = −2, S ′(1) =

(
−1 +

1

y2

)∣∣∣∣
y=1

= 0, S ′′(1) = − 2

y3

∣∣∣∣
y=1

= −2,

+∞∫
0

e−µ(
1
y

+y) dy = e−2µ

√
π

µ

(
1 +O

(
1

µ

))
ïðè µ→ +∞. (42.3)
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Ïîäñòàâèì (42.3) â (42.2), ïîëàãàÿ µ =
√
λ,

+∞∫
0

e−
1
x
−λx dx = e−2

√
λ

√
π

λ3/4

(
1 +O

(
1√
λ

))
ïðè λ→ +∞. �

Îòâåò:
+∞∫
0

e−
1
x
−λx dx = e−2

√
λ
√
π

λ3/4

(
1 +O

(
1√
λ

))
ïðè λ→ +∞.

Ïðèìåð 42.2. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà

+∞∫
0

e−x
2+λx dx ïðè λ→ +∞. (42.4)

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ S(x) = x ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íà +∞, ïîýòîìó òåîðåìà 40.1
íåïðèìåíèìà. Ïðè ýòîì, îäíàêî, ìû ìîæåì ñðàçó ñêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë (42.4) ðàñòåò ñâåðõ-
ýêñïîíåíöèàëüíûì îáðàçîì ïðè λ→ +∞.
Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé x = λαy â èíòåãðàëå (42.4)

+∞∫
0

e−x
2+λx dx = λα

+∞∫
0

e−λ
2αy2+λα+1y dy.

Ïàðàìåòð α âûáåðåì òàê, ÷òîáû âûðàæåíèå ïîä ýêñïîíåíòîé ìîæíî áûëî ïåðåïèñàòü â âèäå
µ(λ)S(y). Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî

2α = α + 1⇐⇒ α = 1,

+∞∫
0

e−x
2+λx dx = λ

+∞∫
0

eλ
2(y−y2) dy. (42.5)

Ïðèìåíèì òåîðåìó 40.1 ê èíòåãðàëó

+∞∫
0

eµ(y−y2) dy.

Ôóíêöèÿ S(y) = y − y2 ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå â òî÷êå c = 1
2
. Âêëàä îò ýòîé òî÷êè

îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (40.4)

S

(
1

2

)
=

1

4
, S ′

(
1

2

)
= (1− 2y)|y= 1

2
= 0, S ′′

(
1

2

)
= −2,

+∞∫
0

eµ(y−y2) dy = e
1
4
µ

√
π

µ

(
1 +O

(
1

µ

))
ïðè µ→ +∞. (42.6)

Ïîäñòàâèì (42.6) â (42.5), ïîëàãàÿ µ = λ2,

+∞∫
0

e−x
2+λx dx = e

1
4
λ2√

π

(
1 +O

(
1

λ2

))
ïðè λ→ +∞. �



ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÑÎÁÈÅ � 5 ÑÅÌÅÑÒÐ 143

Îòâåò:
+∞∫
0

e−x
2+λx dx = e

1
4
λ2√

π
(
1 +O

(
1
λ2

))
ïðè λ→ +∞.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 42.3. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
+∞∫
0

e−x
3+3λx dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
+∞∫
0

e−x
3+3λx dx = e2λ3/2

√
π

3
√
λ

(
1 +O

(
1

λ3/2

))
ïðè λ→ +∞.

Çàäà÷à 42.4. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
1∫

−1

eλ(|x|−x2) dx ïðè λ→ +∞.

Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
1∫
−1

eλ(|x|−x2) dx = e
1
4
λ
√

4π
λ

(
1 +O

(
1
λ

))
ïðè λ→ +∞.
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43. 9-àÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà (çàäà÷è: 15, 16; 30 ìèíóò).

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �9.

Çàäà÷à 15. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
3∫

−1

(1 + 2x)e−λ(x3−3x2+2) dx

ïðè λ→ +∞. Âûïèñàòü ïåðâûå äâà ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
3∫

−1

(1 + 2x)e−λ(x3−3x2+2) dx = e2λ

(
5

√
π

3λ
− 1

9λ
+O

(
1

λ3/2

))
, λ→ +∞.

Çàäà÷à 16. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
π
2∫

−π
2

cosx cos(λ chx) dx

ïðè λ→ +∞. Âûïèñàòü ñòàðøèé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
π
2∫

−π
2

cosx cos(λ chx) dx = cos
(
λ+

π

4

)√2π

λ
+O

(
1

λ3/2

)
, λ→ +∞.

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �9.

Çàäà÷à 15. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
2∫

−1

(1 + 2x2)eλ(7x−x7) dx

ïðè λ→ +∞. Âûïèñàòü ñòàðøèé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
2∫

−1

(1 + 2x2)eλ(7x−x7) dx = e6λ

√
3π

7λ

(
1 +O

(
1

λ

))
, λ→ +∞.

Çàäà÷à 16. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà
2∫

0

x sin(λ(x3 − 3x)) dx

ïðè λ→ +∞. Âûïèñàòü ïåðâûå äâà ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
2∫

0

x sin(λ(x3 − 3x)) dx =

√
π

3λ
sin
(
−2λ+

π

4

)
− 2

9λ
cos(2λ) +O

(
1

λ3/2

)
, λ→ +∞.
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44. Ìåòîä ïåðåâàëà.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âèäà ∫
γ

f(z)eλS(z) dz, (44.1)

ãäå γ � êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ, f , S � ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè è λ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.
Ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì èíòåãðàëà (44.1) ïðè λ→ +∞.

Îïðåäåëåíèå 44.1. Òî÷êîé ïåðåâàëà ôóíêöèè S íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ òî÷êà zs ∈ C òàêàÿ, ÷òî

S ′(zs) = 0.

Ðåãóëÿðíîñòü ôóíêöèé f è S ïîçâîëÿåò äåôîðìèðîâàòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ γ, íå èç-
ìåíÿÿ ïðè ýòîì çíà÷åíèå èíòåãðàëà. Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðè âû÷èñëåíèè àñèìïòîòèêè èíòåãðàëà
âèäà (44.1) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîäõîäÿùåé äåôîðìàöèåé êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ γ ñâå-
ñòè èñõîäíóþ çàäà÷ó ê âû÷èñëåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ èíòåãðàëîâ òèïà Ëàïëàñà è
Ôóðüå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñåãäà âîçìîæíî òàê ïðîäåôîðìèðîâàòü êîíòóð γ, ÷òîáû îí ñîñòîÿë
èç ó÷àñòêîâ êðèâûõ íà êîòîðûõ âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé

Im(S(z)) = Const ëèáî Re(S(z)) = Const. (44.2)

Êîíòóð, óäîâëåòâîðÿþùèé ýòèì óñëîâèÿì, à òàêæå óñëîâèþ

max
z∈γ

Re(S(z)) 6 max
z∈Γ

Re(S(z)), (44.3)

ãäå Γ � ïðîèçâîëüíûé êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ íà÷àëîì è
êîíöîì êîíòóðà γ, ìû áóäåì íàçûâàòü ïåðåâàëüíûì êîíòóðîì. Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî íà êðè-
âûõ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå Im(S(z)) = Const, èíòåãðàë (44.1) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì
òèïà Ëàïëàñà è äëÿ âû÷èñëåíèÿ åãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåçóëü-
òàòû òåîðåìû 40.1. Âìåñòå ñ òåì, íà êðèâûõ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå Re(S(z)) = Const,
èíòåãðàë (44.1) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì òèïà Ôóðüå è äëÿ âû÷èñëåíèÿ åãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ïî-
âåäåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû òåîðåìû 41.2. Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî îñíîâíîé âêëàä
â àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà (44.1) äàþò òî÷êè, äîñòàâëÿþùèå íà ïåðåâàëüíîì êîí-
òóðå àáñîëþòíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè Re(S(z)). Îáñóäèì îïèñàííûå èäåè áîëåå ïîäðîáíî íà
ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 44.2. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà∫
γ

eλz
2

dz (44.4)

ïðè λ → +∞, ãäå γ � êîíòóð ñîåäèíÿþùèé òî÷êè −1 − 2i è 1 + 2i. Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ S(z) = z2 è ïîñòðîèì ëèíèè, íà êîòîðûõ S(z) ñîõðàíÿåò ñâîþ
ìíèìóþ èëè âåùåñòâåííóþ ÷àñòè. Óðàâíåíèå Im(S(z)) = C ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

2xy = C, C ∈ R. (44.5)

Ñåìåéñòâî êðèâûõ (44.5) ïðè ðàçëè÷íûõ C ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 64. Óðàâíåíèå
Re(S(z)) = C ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

x2 − y2 = C, C ∈ R. (44.6)

Ñåìåéñòâî êðèâûõ (44.6) ïðè ðàçëè÷íûõ C ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 65. Ïðîäå-
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Ðèñ. 64. Ñåìåéñòâî êðèâûõ âèäà Im(S(z)) = C
ïðè C = 0,±0.2,±1 âûäåëåíî ñèíèì öâåòîì.

Ðèñ. 65. Ñåìåéñòâî êðèâûõ âèäà Re(S(z)) = C
ïðè C = 0,±1,±3 âûäåëåíî çåëåíûì öâåòîì.

ôîðìèðóåì òåïåðü êîíòóð γ òàê, ÷òîáû îí ðàñïîëàãàëñÿ íà êðèâûõ âèäà Im(S(z)) = C èëè
Re(S(z)) = C. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Íà ðèñóíêàõ 66 è 67 ïðèâåäåíû
ïðèìåðû ïåðåâàëüíûõ êîíòóðîâ γ1 è γ2. Ó ôóíêöèè S(z) = z2 åñòü îäíà òî÷êà ïåðåâàëà zs = 0.

Ðèñ. 66. Ïåðåâàëüíûé êîíòóð γ1 âûäåëåí
êðàñíûì öâåòîì.

Ðèñ. 67. Ïåðåâàëüíûé êîíòóð γ2 âûäåëåí
êðàñíûì öâåòîì.

Â ýòîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ ïî äâå ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèé Im(S(z)) è Re(S(z)) = C. Çàìåòèì,
÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íå ÿâëÿþùóþñÿ òî÷êîé ïåðåâàëà, ïðîõîäèò
ðîâíî ïî îäíîé ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèé Im(S(z)) è Re(S(z)) = C.
Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïåðåâàëüíîãî êîíòóð γ1, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 66. Ââåäåì ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ. Ó÷àñòîê êîíòóðà γ1 ìåæäó òî÷êàìè −1 − 2i è −i
√

3 îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ1; ìåæäó
òî÷êàìè −i

√
3 è i
√

3 � ÷åðåç Γ2 è ìåæäó òî÷êàìè i
√

3 è 1 + 2i � ÷åðåç Γ3, ñì ðèñóíîê 66. Ëåãêî
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âèäåòü, ÷òî ∫
γ

eλz
2

dz =

∫
γ1

eλz
2

dz =

∫
Γ1

eλz
2

dz +

∫
Γ2

eλz
2

dz +

∫
Γ3

eλz
2

dz.

Ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì Ëàïëàñà (ñì. ñòð. 40.1), ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ìàêñèìàëüíûé âêëàä
â àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëîâ ïî êîíòóðàì Γ1, Γ2 è Γ3 äàþò îêðåñòíîñòè òî÷åê, â
êîòîðûõ Re(S(z)) ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå. Ïåðåä òåì êàê ïðèñòóïèòü ê ïîäðîáíûì
âû÷èñëåíèÿì, îöåíèì âêëàäû îò èíòåãðàëîâ ïî êîíòóðàì Γ1, Γ2 è Γ3.
Ïî ïîñòðîåíèþ íà êîíòóðàõ Γ1 è Γ3 ôóíêöèÿ S(z) ñîõðàíÿåò ñâîþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, îòêóäà

Re(S(z)) = Re(S(−
√

3)) = −3 ïðè z ∈ Γ1,

Re(S(z)) = Re(S(
√

3)) = −3 ïðè z ∈ Γ3.

Íà êîíòóðå Γ2 ôóíêöèþ S(z) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Re(S(z)) = −y2, z = iy, y ∈ [−
√

3,
√

3].

Îòñþäà ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî ôóíêöèÿ Re(S(z)) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â
òî÷êå z = 0, ïðè÷åì Re(S(0)) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Re(S(z)) ïðèíèìàåò ñâîå ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå íà êîíòóðå Γ2, êîòîðûé è äàåò îñíîâíîé âêëàä â àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
èíòåãðàëà (44.4) ∫

γ

eλz
2

dz =

∫
Γ2

eλz
2

dz +O(e−3λ). (44.7)

Çàìåíà ïåðåìåííûõ z = iy ñâîäèò èíòåãðàë ïî Γ2 ê èíòåãðàëó òèïà Ëàïëàñà, àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå êîòîðîãî ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 40.1,∫

Γ2

eλz
2

dz = i

√
3∫

−
√

3

e−λy
2

dy = i

√
π

λ

(
1 +O

(
1

λ

))
(44.8)

ïðè λ → +∞. Ñîáèðàÿ ôîðìóëû (44.7) è (44.8) âìåñòå, íàéäåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
èíòåãðàëà (44.4). �

Îòâåò:
∫
γ

eλz
2
dz = i

√
π
λ

(
1 +O

(
1
λ

))
.

Ïðèìåð 44.3. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà∫
γ

eλ(2z3−3z2) dz

ïðè λ → +∞, ãäå γ � êîíòóð ñîåäèíÿþùèé òî÷êè −3 + i, 3 − 2i. Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ S(z) = 2z3−3z2 è ïîñòðîèì ëèíèè, íà êîòîðûõ S(z) ñîõðàíÿåò
ñâîþ ìíèìóþ èëè âåùåñòâåííóþ ÷àñòè. Ñåìåéñòâà êðèâûõ Im(S(z)) = C è Re(S(z)) = C ïðè
ðàçëè÷íûõ C ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 68. Óäîáíî òàêæå âäîëü êðèâûõ Im(S(z)) =
C èçîáðàçèòü íàïðàâëåíèÿ óáûâàíèÿ ôóíêöèè Re(S(z)), ñì. ðèñóíîê 69.
Íà ðèñóíêàõ 70 è 71 ïðèâåäåíû ïðèìåðû êîíòóðîâ, ïðåòåíäóþùèõ íà ðîëü ïåðåâàëüíûõ. Íà

îáîèõ êîíòóðàõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå âèäà (44.2). Ïðè ýòîì ëåãêî âèäåòü, ÷òî

max
z∈γ1

Re(S(z)) < max
z∈γ2

Re(S(z)).
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Ðèñ. 68. Ñåìåéñòâî êðèâûõ âèäà Im(S(z)) =
C ïðè C = −56, 0, 70 âûäåëåíî ñèíèì öâå-
òîì; ñåìåéñòâî êðèâûõ âèäà Re(S(z)) = C
ïðè C = −60,−33,−1, 0, 50 âûäåëåíî çåëå-
íûì öâåòîì.

Ðèñ. 69. Ëèíèè íàèñêîðåéøåãî óáûâàíèÿ äëÿ
Re(S(z)), ãäå S(z) = 2z3 − 3z2.

Ðèñ. 70. Ïåðåâàëüíûé êîíòóð γ1 âûäåëåí
êðàñíûì öâåòîì.

Ðèñ. 71. Ïåðåâàëüíûé êîíòóð γ2 âûäåëåí
êðàñíûì öâåòîì.

Äðóãèìè ñëîâàìè, íà êîíòóðå γ2, èçîáðàæåííîì íà ðèñóíêå 71, íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (44.3)
è, ñëåäîâàòåëüíî, γ2 íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåâàëüíûì êîíòóðîì.Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ïåðåâàëü-
íîãî êîíòóðà ñëåäóåò âçÿòü êîíòóð γ1. Îòìåòèì, ÷òî ìû íå ïðèâîäèì ñòðîãîå îáîñíîâàíèå
òîãî, ÷òî γ1 � ïåðåâàëüíûé êîíòóð. Âîîáùå ãîâîðÿ, åñëè äàííûé êîíòóð ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
ñîäåðæàòåëüíóþ àñèìïòîòèêó äëÿ èññëåäóåìîãî èíòåãðàëà, òî â ýòîì äîêàçàòåëüñòâî óæå íåò
íåîáõîäèìîñòè.
Íàïîìíèì, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà äàþò îêðåñòíîñòè òî-

÷åê, â êîòîðûõ Re(S(z)) ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðèñóíîê 69,
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ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ ïåðåâàëüíîãî êîíòóðà γ1 îñíîâíîé âêëàä äàåò ó÷àñòîê Γ2 èëè, áîëåå
òî÷íî, îêðåñòíîñòü òî÷êè z = 0. Ýëåìåíòàðíûå âû÷èñëåíèÿ äàþò∫

γ

eλ(2z3−3z2) dz =

∫
γ1

eλ(2z3−3z2) dz =
4∑

n=1

∫
Γn

eλ(2z3−3z2) dz =

=

∫
Γ2

eλ(2z3−3z2) dz +O(e−λ) =

1∫
−2

eλ(2x3−3x2) dx+O(e−λ) =

√
π

3λ

(
1 +O

(
1

λ

))
ïðè λ→ +∞. Çäåñü, ïðè âû÷èñëåíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ èíòåãðàëà ïî êîíòóðó Γ2 ìû
ó÷ëè, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â àñèìïòîòèêó äàåò òî÷êà z = 0 è âîñïîëüçîâàëèñü òåîðåìîé 40.1. �

Îòâåò:
∫
γ

eλ(2z3−3z2) dz =
√

π
3λ

(
1 +O

(
1
λ

))
ïðè λ→ +∞.

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Çàäà÷à 44.4. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà∫
γ

eλ(iz2−6z) dz

ïðè λ → +∞, ãäå γ � êîíòóð ñîåäèíÿþùèé òî÷êè −5i è 2. Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
∫
γ

eλ(iz2−6z) dz = (1 + i)e9iλ
√

π
2λ
− 1

4λ
e−4iλ +O

(
1

λ3/2

)
.

Çàäà÷à 44.5. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà∫
γ

eλ(z2−4iz) dz

ïðè λ → +∞, ãäå γ � êîíòóð ñîåäèíÿþùèé òî÷êè 0 è 10i. Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
∫
γ

eλ(z2−4iz) dz = i
√

π
λ
e4λ
(
1 +O

(
1
λ

))
.

Çàäà÷à 44.6. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà∫
γ

eλ(z2−2z) dz

ïðè λ→ +∞, ãäå γ � êîíòóð ñîåäèíÿþùèé òî÷êè 1− i è 2 + i. Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìï-
òîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
∫
γ

eλ(z2−2z) dz = i
√

π
λ
e−λ

(
1 +O

(
1√
λ

))
ïðè λ→ +∞.

Çàäà÷à 44.7. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà∫
γ

eλ(z2+4iz) dz
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ïðè λ→ +∞, ãäå γ � êîíòóð ñîåäèíÿþùèé òî÷êè −2 è 1− 4i. Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìï-
òîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
∫
γ

eλ(z2+4iz) dz = −i
√

π
λ
e4λ
(

1 +O
(

1√
λ

))
ïðè λ→ +∞.

Çàäà÷à 44.8. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà∫
γ

eλ(−iz2+2iz) dz

ïðè λ→ +∞, ãäå γ � êîíòóð ñîåäèíÿþùèé òî÷êè 10− i è 10i. Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìï-
òîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
∫
γ

eλ(−iz2+2iz) dz =
√

π
λ
eiλ+ 3π

4
i
(
1 +O

(
1
λ

))
ïðè λ→ +∞.

Çàäà÷à 44.9. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà∫
γ

eλz sin z dz

ïðè λ → +∞, ãäå γ � êîíòóð ñîåäèíÿþùèé òî÷êè −2i è 3. Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
∫
γ

eλz sin z dz =
√

2π
λ(2 cos zs−zs sin zs)

eλzs sin zs
(
1 +O

(
1
λ

))
ïðè λ→ +∞, ãäå zs � ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ tg zs = zs, zs ≈ 2.03; ïåðåâàëüíûé êîíòóð èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 72.

Ðèñ. 72. Ñåìåéñòâî êðèâûõ âèäà Im(z sin z) =
C ïðè C = 0 âûäåëåíî ñèíèì öâåòîì; ñåìåé-
ñòâî êðèâûõ âèäà Re(z sin z) = C ïðè C =
0,±zs sin zs, ãäå zs ≈ 2.03 âûäåëåíî çåëåíûì
öâåòîì; ñòðåëêè óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå óáû-
âàíèÿ ôóíêöèè Re(z sin z); ïåðåâàëüíûé êîí-
òóð âûäåëåí êðàñíûì öâåòîì.

Ðèñ. 73. Ñåìåéñòâî êðèâûõ âèäà Im(z3 +3z) =
C ïðè C = ±2 âûäåëåíî ñèíèì öâåòîì; ñå-
ìåéñòâî êðèâûõ âèäà Re(z3 + 3z) = C ïðè
C = 0,±8 âûäåëåíî çåëåíûì öâåòîì; ñòðåë-
êè óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå óáûâàíèÿ ôóíê-
öèè Re(z3 + 3z); ïåðåâàëüíûé êîíòóð âûäåëåí
êðàñíûì öâåòîì.
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Çàäà÷à 44.10. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà∫
γ

eλ(z3+3z) dz

ïðè λ → +∞, ãäå γ � êîíòóð ñîåäèíÿþùèé òî÷êè −2 − i è 1 + 2i. Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
∫
γ

eλ(z3+3z) dz =
√

π
6λ
e2iλ+iπ

4

(
1 +O

(
1
λ

))
ïðè λ→ +∞; ïåðåâàëüíûé êîíòóð èçîáðàæåí íà

ðèñóíêå 73.

Çàäà÷à 44.11. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà∫
γ

cos(2z) eλ sin z dz

ïðè λ → +∞, ãäå γ � êîíòóð ñîåäèíÿþùèé òî÷êè −π
2
− i è π + 2i. Âûïèñàòü ïåðâûé ÷ëåí

àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
∫
γ

cos(2z) eλ sin z dz = −
√

2π
λ
eλ
(
1 +O

(
1
λ

))
ïðè λ→ +∞; ïåðåâàëüíûé êîíòóð èçîáðàæåí

íà ðèñóíêå 74.

Ðèñ. 74. Ñåìåéñòâî êðèâûõ âèäà Im(sin z) =
C ïðè C = 0,±1 âûäåëåíî ñèíèì öâåòîì;
ñåìåéñòâî êðèâûõ âèäà Re(sin z) = C ïðè
C = ±1, 0 âûäåëåíî çåëåíûì öâåòîì; ñòðåë-
êè óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå óáûâàíèÿ ôóíê-
öèè Re(sin z); ïåðåâàëüíûé êîíòóð âûäåëåí
êðàñíûì öâåòîì.

Ðèñ. 75. Ñåìåéñòâî êðèâûõ âèäà Im(z4+z2) =
C ïðè C = 0 âûäåëåíî ñèíèì öâåòîì; ñòðåë-
êè óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå óáûâàíèÿ ôóíê-
öèè Re(−z4− z2); ïåðåâàëüíûé êîíòóð âûäå-
ëåí êðàñíûì öâåòîì.

Çàäà÷à 44.12. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà∫
γ

1

z2 + 1
e−λ(z4+z2+1) dz
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ïðè λ → +∞, ãäå γ � êîíòóð ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿþùèé òî÷êè −2, 2i è 3. Âûïèñàòü
ïåðâûå äâà ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò:
∫
γ

1
z2+1

e−λ(z4+z2+1) dz = e−λ
(
−π +

√
π
λ

+O
(

1
λ3/2

))
ïðè λ → +∞; ïåðåâàëüíûé êîíòóð

èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 75; êîíòóð Γ1 îáõîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè è èíòåãðàë ïî íåìó
âû÷èñëÿåòñÿ ïî âû÷åòàì; àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà ïî êîíòóðó Γ2 âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåî-
ðåìû 40.1.
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45. 10-àÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà (çàäà÷à: 17; 20 ìèíóò).

Êîììåíòàðèè ê çàäà÷å 17. Íà êîíòðîëüíîé íóæíî äàâàòü çàäà÷ó ñ ôóíêöèåé S èìåþùåé
âèä êâàäðàòíîãî ïîëèíîìà. Ñòóäåíò äîëæåí óìåòü íàéòè òî÷êó ïåðåâàëà, íàðèñîâàòü ëèíèþ
íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà è ñîïóòñòâóþùèå åé ëèíèè ïîñòîÿíñòâà âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé
ôóíêöèè S, íàðèñîâàòü ïåðåâàëüíûé êîíòóð, ïîäõîäÿùèì ïîâîðîòîì ñâåñòè çàäà÷ó ê ìåòîäó
Ëàïëàñà, íàéòè ñòàðøèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè è ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �10.

Çàäà÷à 17. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà∫
γ

(z + 3) eλ(z2+2iz) dz

ïðè λ → +∞, ãäå γ � êîíòóð ñîåäèíÿþùèé òî÷êè 1 + i è 1 − 4i. Âûïèñàòü ñòàðøèé ÷ëåí
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò: ∫
γ

(z + 3) eλ(z2+2iz) dz = −(1 + 3i)eλ
√
π

λ

(
1 +O

(
1

λ

))
, λ→ +∞.

Âàðèàíò êîíòðîëüíîé ðàáîòû �10.

Çàäà÷à 17. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà∫
γ

(z2 + 2) eλ(iz2+2z) dz

ïðè λ → +∞, ãäå γ � êîíòóð ñîåäèíÿþùèé òî÷êè i − 1 è 1 + 3i. Âûïèñàòü ñòàðøèé ÷ëåí
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è íàïèñàòü ïîðÿäîê ïîïðàâêè.

Îòâåò: ∫
γ

(z2 + 2) eλ(iz2+2z) dz = eiλ+iπ
4

√
π

λ

(
1 +O

(
1√
λ

))
, λ→ +∞.


