
Âîïðîñû ê êîëëîêâèóìó ïî ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (5 ñåìåñòð, 5 íîÿáðÿ 2022)

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

(1) Ñôîðìóëèðóéòå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè â òî÷êå.
Îáðàòèìà ëè ôóíêöèÿ (z + 1)2 â òî÷êå z = 0? À â òî÷êå z = −1? Ïî÷åìó? Åñëè äà, òî
÷åìó ðàâíà ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè â îáðàçå óêàçàííîé òî÷êè? (1.5 áàëëà)
Îòâåòû: 1) äà, g′(1) = ±1

2
; 2) íåò.

(2) Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ

f ðåãóëÿðíà â êðóãå |z| < 2 è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: f
( 1
n

)
=

(n+ 1

n

)2

äëÿ âñåõ n ∈ N.
Íàéäèòå f(i). (1.5 áàëëà)
Îòâåò: 2i.

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ
z3

(z − 1)2(z + 2)
â ðÿä Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå z = −2 â

êîëüöå, ñîäåðæàùåì òî÷êó z = 0. Óêàæèòå îáëàñòü ñõîäèìîñòè. (2 áàëëà)

Îòâåò: 1−
∑∞

n=0
(z+2)n−1

3n
+ 1

3

∑∞
n=1

n(z+2)n−2

3n
, 0 < |z + 2| < 3.

(4) Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫ π

0

e−2iφ ctg
(
φ− i

2

)
dφ. (2 áàëëà)

Îòâåò: 0.

(5) Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫
R

x2dx

(x+ 1)(x2 + 4)
. (2 áàëëà)

Îòâåò: −2π
5
.

• Âûïîëíèòå ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Ïóñòü ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â êâàäðàíòå Re z > 0, Im z > 0, íåïðåðûâíà âïëîòü
äî ãðàíèöû è zf(z) → 0 ïðè z → 0 è z → ∞ ðàâíîìåðíî ïî arg z â ýòîì êâàäðàíòå. Ïóñòü∫ ∞

0

f(z)dz ñõîäèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà

∫ eiφ∞

0

f(z)dz =

∫ ∞

0

f(z)dz äëÿ âñåõ φ ∈ [0, π
2
].

(3 áàëëà)



Âîïðîñû ê êîëëîêâèóìó ïî ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (5 ñåìåñòð, 5 íîÿáðÿ 2022)

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

(1) Ñôîðìóëèðóéòå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè â òî÷êå.
Îáðàòèìà ëè ôóíêöèÿ (z + 2)2 â òî÷êå z = 0? À â òî÷êå z = −2? Ïî÷åìó? Åñëè äà, òî
÷åìó ðàâíà ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè â îáðàçå óêàçàííîé òî÷êè? (1.5 áàëëà)
Îòâåòû: 1) äà, g′(4) = ±1

4
; 2) íåò.

(2) Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ

f ðåãóëÿðíà â êðóãå |z| < 2 è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: f
( 1
n

)
=

(n− 1

n

)2

äëÿ âñåõ n ∈ N.
Íàéäèòå f(i). (1.5 áàëëà)
Îòâåò: −2i.

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ
z3

(z − 2)2(z + 1)
â ðÿä Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå z = −1 â

êîëüöå, ñîäåðæàùåì òî÷êó z = 0. Óêàæèòå îáëàñòü ñõîäèìîñòè. (2 áàëëà)

Îòâåò: 1 + 3
z+1

− 4
∑∞

n=0
(z+1)n−1

3n
+ 8

3

∑∞
n=1

n(z+1)n−2

3n
, 0 < |z + 1| < 3.

(4) Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫ π

0

e−2iφ ctg(φ− 2i)dφ. (2 áàëëà)

Îòâåò: 0.

(5) Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫
R

x2dx

(x− 2)(x2 + 1)
. (2 áàëëà)

Îòâåò: 2π
5
.

• Âûïîëíèòå ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Ïóñòü ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0, íåïðåðûâíà âïëîòü äî
ãðàíèöû è zf(z) → 0 ïðè z → 0 è z → ∞ ðàâíîìåðíî ïî arg z â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïóñòü

∫ ∞

0

f(z)dz ñõîäèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà

∫ eiφ∞

0

f(z)dz =

∫ ∞

0

f(z)dz äëÿ âñåõ

φ ∈ [0, π]. (3 áàëëà)



Âîïðîñû ê êîëëîêâèóìó ïî ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (5 ñåìåñòð, 5 íîÿáðÿ 2022)

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

(1) Ñôîðìóëèðóéòå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè â òî÷êå.
Îáðàòèìà ëè ôóíêöèÿ (z−1)2 â òî÷êå z = 0? À â òî÷êå z = 1? Ïî÷åìó? Åñëè äà, òî ÷åìó
ðàâíà ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè â îáðàçå óêàçàííîé òî÷êè? (1.5 áàëëà)
Îòâåòû: 1) äà, g′(1) = ±1

2
; 2) íåò.

(2) Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ

f ðåãóëÿðíà â êðóãå |z| < 2 è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: f
( 1
n

)
=

(n+ 1

n

)2

äëÿ âñåõ n ∈ N.
Íàéäèòå f(−i). (1.5 áàëëà)
Îòâåò: −2i.

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ
z3

(z − 3)2(z + 1)
â ðÿä Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå z = −1 â

êîëüöå, ñîäåðæàùåì òî÷êó z = 0. Óêàæèòå îáëàñòü ñõîäèìîñòè. (2 áàëëà)

Îòâåò: 1− 1
z+1

− 27
4

∑∞
n=0

(z+1)n−1

4n
+ 27

4

∑∞
n=1

n(z+1)n−2

4n
, 0 < |z + 1| < 4.

(4) Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫ π

0

e−2iφ ctg
(
φ− i

3

)
dφ. (2 áàëëà)

Îòâåò: 0.

(5) Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫
R

x2dx

(x+ 2)(x2 + 4)
. (2 áàëëà)

Îòâåò: −π
2
.

• Âûïîëíèòå ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Ïóñòü ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â ïîëóïëîñêîñòè Re z > 0, íåïðåðûâíà âïëîòü äî
ãðàíèöû è zf(z) → 0 ïðè z → 0 è z → ∞ ðàâíîìåðíî ïî arg z â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïóñòü

∫ ∞

0

f(z)dz ñõîäèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà

∫ eiφ∞

0

f(z)dz =

∫ ∞

0

f(z)dz äëÿ âñåõ

φ ∈ [−π
2
, π
2
]. (3 áàëëà)



Âîïðîñû ê êîëëîêâèóìó ïî ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (5 ñåìåñòð, 5 íîÿáðÿ 2022)

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

(1) Ñôîðìóëèðóéòå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè â òî÷êå.
Îáðàòèìà ëè ôóíêöèÿ (z−2)2 â òî÷êå z = 0? À â òî÷êå z = 2? Ïî÷åìó? Åñëè äà, òî ÷åìó
ðàâíà ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè â îáðàçå óêàçàííîé òî÷êè? (1.5 áàëëà)
Îòâåòû: 1) äà, g′(4) = ±1

4
; 2) íåò.

(2) Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ

f ðåãóëÿðíà â êðóãå |z| < 2 è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: f
( 1
n

)
=

(n− 1

n

)2

äëÿ âñåõ n ∈ N.
Íàéäèòå f(−i). (1.5 áàëëà)
Îòâåò: 2i.

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ
z3

(z − 1)2(z + 3)
â ðÿä Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå z = −3 â

êîëüöå, ñîäåðæàùåì òî÷êó z = 0. Óêàæèòå îáëàñòü ñõîäèìîñòè. (2 áàëëà)

Îòâåò: 1− 1
z+3

− 3
4

∑∞
n=0

(z+3)n−1

4n
+ 1

4

∑∞
n=1

n(z+3)n−2

4n
, 0 < |z + 3| < 4.

(4) Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫ π

0

e−2iφ ctg(φ− 3i)dφ. (2 áàëëà)

Îòâåò: 0.

(5) Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫
R

x2dx

(x− 1)(x2 + 9)
. (2 áàëëà)

Îòâåò: 3π
10
.

• Âûïîëíèòå ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Ïóñòü ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â ñåêòîðå | arg z| < π
4
, íåïðåðûâíà âïëîòü äî ãðà-

íèöû è zf(z) → 0 ïðè z → 0 è z → ∞ ðàâíîìåðíî ïî arg z â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïóñòü

∫ ∞

0

f(z)dz ñõîäèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà

∫ eiφ∞

0

f(z)dz =

∫ ∞

0

f(z)dz äëÿ âñåõ

φ ∈ [−π
4
, π
4
]. (3 áàëëà)


