
Âîïðîñû ê ýêçàìåíó ïî ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (5 ñåìåñòð, 11 ÿíâàðÿ 2020)

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.
(1) Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ðàçëîæåíèè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè íà ïðîñòåéøèå

äðîáè. Èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó, ðàçëîæèòü íà ïðîñòåéøèå äðîáè ôóíêöèþ
z3 + 1

(z − 1)(z − 3)
(1.5 áàëëà)
Îòâåò: z + 4− 1

z−1
+ 14

z−3

(2) Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ðèìàíà î êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè. Êàêèå èç ñëåäó-
þùèõ îáëàñòåé ìîæíî êîíôîðìíî îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.
à) |z − i| < 1; á)−1 < Re z < 1; â) C; ã) 1 < |z − 1| < 2?

Ïî÷åìó? (1.5 áàëëà)
Îòâåò: à, á

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

+∞∫
1

dx

(x2 + 1) 3
√
x− 1

. (2 áàëëà)

Îòâåò: 2π√
3 6√2

sin π
12

(4) Íàéòè ïîòåíöèàë φ è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ E â îáëàñòè
D = {z ∈ C : |z| < 2, |z −

√
2| >

√
2} ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

• φ|γ1 = 0, ãäå γ1 = {z ∈ C : |z| = 2},
• φ|γ2 = 1, ãäå γ2 = {z ∈ C : |z −

√
2| =

√
2}. (2 áàëëà)

Îòâåò: f(z) = 4
π
i lnw(z) + 1, w(z) = z−2ei

π
4

z−2e−i π4
, φ = 4

π
argw1(z)− 1, E(z) = f ′(z).

(5) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x′′(t)− 2x′(t) + x(t) =

{
et, 0 < t < 1

2, t > 1
,

x(0) = −1, x′(0) = −2, ïðè t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì. (2 áàëëà)

Îòâåò: X(p) = 1−e1−p

(p−1)3
+ 2e−p

p(p−1)2
− p

(p−1)2
,

x(t) = θ(t)et
(

t2

2
− t− 1

)
+ θ(t− 1)

(
et−1

(
2(t− 1)− e

2
(t− 1)2 − 2

)
+ 2

)
• Âûïîëíèòü ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C∞([−1, 1]) òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü âíå èíòåð-
âàëà [−1

2
, 1
2
]. Íàéòè ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ è îöåíèòü îñòàòîê â àñèìïòîòèêå èíòåãðàëà∫ 1

−1

f(x)e−6λx2

dx ïðè λ → +∞. (3 áàëëà)

Îòâåò:
√

π
6λ
f(0) +

√
π

4(6λ)
3
2
f ′′(0) +O(λ− 5

2 )
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• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.
(1) Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ðàçëîæåíèè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè íà ïðîñòåéøèå

äðîáè. Èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó, ðàçëîæèòü íà ïðîñòåéøèå äðîáè ôóíêöèþ
z3 + 1

(z − 1)(z + 3)
(1.5 áàëëà)
Îòâåò: z − 2 + 13

2(z+3)
+ 1

2(z−1)

(2) Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ðèìàíà î êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè. Êàêèå èç ñëåäó-
þùèõ îáëàñòåé ìîæíî êîíôîðìíî îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.
à) 2 < |z − 1| < 3; á) |z + i| < 2; â) C \ {0}; ã) −1 < Im z < 1,Re z > 0?

Ïî÷åìó? (1.5 áàëëà)
Îòâåò: á, ã

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

+∞∫
−1

dx

(x2 + 3) 3
√
x+ 1

. (2 áàëëà)

Îòâåò: π

2 3√2
sin 2π

9

(4) Íàéòè ïîòåíöèàë φ è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ E â îáëàñòè
D = {z ∈ C : |z| < 2, |z −

√
2| <

√
2} ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

• φ|γ1 = 0, ãäå γ1 = {z ∈ C : |z| = 2},
• φ|γ2 = 1, ãäå γ2 = {z ∈ C : |z −

√
2| =

√
2}. (2 áàëëà)

Îòâåò: f(z) = − 4
3π
i lnw(z)− 5

3
, w(z) = z−2ei

π
4

z−2e−i π4
, φ = 5

3
− 4

3π
argw(z), E(z) = f ′(z).

(5) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x′′(t)− 4x′(t) + 4x(t) =

{
et, 0 < t < 1

1, t > 1
,

x(0) = −1, x′(0) = −4, ïðè t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì. (2 áàëëà)

Îòâåò: X(p) = 1−e1−p

(p−1)(p−2)2
+ e−p

p(p−2)2
− p

(p−2)2
,

x(t) = θ(t)
(
et + e2t

(
− t− 2

))
+ θ(t− 1)

(
1
4
− et + e2(t−1)

(
(t− 1)(−e+ 1

2
)− e− 1

2

))
• Âûïîëíèòü ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C∞([−1, 1]) òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü âíå èíòåð-
âàëà [−1

2
, 1
2
]. Íàéòè ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ è îöåíèòü îñòàòîê â àñèìïòîòèêå èíòåãðàëà∫ 1

−1

f(x)e−5λx2

dx ïðè λ → +∞. (3 áàëëà)

Îòâåò:
√

π
5λ
f(0) +

√
π

4(5λ)
3
2
f ′′(0) +O(λ− 5

2 )
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• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.
(1) Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ðàçëîæåíèè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè íà ïðîñòåéøèå

äðîáè. Èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó, ðàçëîæèòü íà ïðîñòåéøèå äðîáè ôóíêöèþ
z3 + 1

(z − 1)(z − 2)
(1.5 áàëëà)
Îòâåò: z + 3− 2

z−1
+ 9

z−2

(2) Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ðèìàíà î êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè. Êàêèå èç ñëåäó-
þùèõ îáëàñòåé ìîæíî êîíôîðìíî îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.
à) C; á) |z − 1| < 2; â) 2 < |z − i| < 4; ã) −1 < Re z < 1, Im z > 0?

Ïî÷åìó? (1.5 áàëëà)
Îòâåò: á, ã

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

+∞∫
1

dx

(x2 + 3) 3
√
x− 1

. (2 áàëëà)

Îòâåò: π

2 3√2
sin π

9

(4) Íàéòè ïîòåíöèàë φ è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ E â îáëàñòè
D = {z ∈ C : |z| > 2, |z −

√
2| <

√
2} ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

• φ|γ1 = 0, ãäå γ1 = {z ∈ C : |z| = 2},
• φ|γ2 = 1, ãäå γ2 = {z ∈ C : |z −

√
2| =

√
2}. (2 áàëëà)

Îòâåò: f(z) = 4
π
i lnw(z) + 5, w(z) = z−2ei

π
4

z−2e−i π4
, φ = 4

π
argw1(z)− 5, E(z) = f ′(z).

(5) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x′′(t) + 2x′(t) + x(t) =

{
et, 0 < t < 1

−2, t > 1
,

x(0) = −1, x′(0) = 2, ïðè t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì. (2 áàëëà)

Îòâåò: X(p) = 1−e1−p

(p−1)(p+1)2
− 2e−p

p(p+1)2
− p

(p+1)2
,

x(t) = θ(t)
(

et

4
+ e−t

(
t
2
− 5

4

))
+ θ(t− 1)

(
− 2− et

4
+ e−(t−1)

(
(t− 1)( e

2
+ 2) + e

4
+ 2

))
• Âûïîëíèòü ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C∞([−1, 1]) òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü âíå èíòåð-
âàëà [−1

2
, 1
2
]. Íàéòè ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ è îöåíèòü îñòàòîê â àñèìïòîòèêå èíòåãðàëà∫ 1

−1

f(x)e−3λx2

dx ïðè λ → +∞. (3 áàëëà)

Îòâåò:
√

π
3λ
f(0) +

√
π

4(3λ)
3
2
f ′′(0) +O(λ− 5

2 )
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• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.
(1) Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ðàçëîæåíèè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè íà ïðîñòåéøèå

äðîáè. Èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó, ðàçëîæèòü íà ïðîñòåéøèå äðîáè ôóíêöèþ
z3 + 1

(z − 1)(z + 2)
(1.5 áàëëà)
Îòâåò: z − 1 + 7

3(z+2)
+ 2

3(z−1)

(2) Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ðèìàíà î êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè. Êàêèå èç ñëåäó-
þùèõ îáëàñòåé ìîæíî êîíôîðìíî îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.
à) |z + 1| < 2; á) C \ {0}; â) 1 < |z + i| < 3; ã) −1 < Im z < 1?

Ïî÷åìó? (1.5 áàëëà)
Îòâåò: à, ã

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

+∞∫
−1

dx

(x2 + 1) 3
√
x+ 1

. (2 áàëëà)

Îòâåò:
√
3π

2 6√2
sin π

4

(4) Íàéòè ïîòåíöèàë φ è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ E â îáëàñòè
D = {z ∈ C : |z| < 1, |z − 1√

2
| < 1√

2
} ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

• φ|γ1 = 0, ãäå γ1 = {z ∈ C : |z| = 1},
• φ|γ2 = 1, ãäå γ2 = {z ∈ C : |z − 1√

2
| = 1√

2
}. (2 áàëëà)

Îòâåò: f(z) = − 4
3π
i lnw(z)− 5

3
, w(z) = z−ei

π
4

z−e−i π4
, φ = 5

3
− 4

3π
argw(z), E(z) = f ′(z).

(5) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x′′(t) + 4x′(t) + 4x(t) =

{
et, 0 < t < 1

−1, t > 1
,

x(0) = −1, x′(0) = 4, ïðè t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì. (2 áàëëà)

Îòâåò: X(p) = 1−e1−p

(p−1)(p+2)2
− e−p

p(p+2)2
− p

(p+2)2
,

x(t) = θ(t)
(

et

9
+ e−2t

(
4t
3
− 10

9

))
+ θ(t− 1)

(
− 1

4
− et

9
+ e−2(t−1)

(
(t− 1)( e

3
+ 1

2
) + e

9
+ 1

4

))
• Âûïîëíèòü ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C∞([−1, 1]) òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü âíå èíòåð-
âàëà [−1

2
, 1
2
]. Íàéòè ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ è îöåíèòü îñòàòîê â àñèìïòîòèêå èíòåãðàëà∫ 1

−1

f(x)e−2λx2

dx ïðè λ → +∞. (3 áàëëà)

Îòâåò:
√

π
2λ
f(0) +

√
π

4(2λ)
3
2
f ′′(0) +O(λ− 5

2 )


