
Âîïðîñû ê ýêçàìåíó ïî ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
5 ñåìåñòð, 10 ÿíâàðÿ 2023

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.
(1) Íàïèñàòü ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè íà ïðîñòûå äðîáè. Èñ-

ïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó, ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå äðîáè ôóíêöèþ
z3

(z + 1)(z − 2)
. (1.5 áàëëà)

Îòâåò: f−1 =
1

3(z+1)
, f2 =

8
3(z−2)

, f∞ = z, C = 1.

(2) Ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â êðóãå |z| < 10, âåùåñòâåííà íà îòðåçêå [−10, 10] âåùå-
ñòâåííîé îñè è f(1 + 2i) = 3− i. ×åìó ðàâíî çíà÷åíèå f(1− 2i)? Ïî÷åìó? (1.5 áàëëà)
Îòâåò: 3 + i.

• Ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è
(3) Íàéòè ïîòåíöèàë φ è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ E â îáëàñòè

D = {z ∈ C : |z − 1| < 1, |z − 1− i| <
√
2} ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

• φ|γ1 = −1, ãäå γ1 = {z ∈ C : |z − 1| = 1},
• φ|γ2 = 2, ãäå γ2 = {z ∈ C : |z − 1− i| =

√
2}. (2 áàëëà)

Îòâåò: f = 4
iπ
ln z

z−2
− 5, φ = 5− 4

π
arg z

z−2
, E = 8

iπz(z−2)
.

(4) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x′′ − 4x′ + 4x =

{
1, t 6 1

0, t > 1
, x(0) = 1, x′(0) = 4 ïðè

t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì. (2 áàëëà)

Îòâåò: 1
4

(
θ(t)

(
1 + e2t(3 + 10t)

)
+ θ(t− 1)

(
(3− 2t)e2(t−1) − 1

))
.

(5) Íàéòè àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà

∫ 5

1

xeλ(8 lnx−14x+ 7x2

2
−x3

3
)dx ïðè λ → +∞. (2 áàëëà)

Îòâåò: 8
3

√
π
λ
e(16 ln 2− 64

3
)λ
(
1 +O( 1

λ
)
)
.

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Äîêàçàòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè

∫ ∞

0

e−tzdt

1 + e−2t
íå èìååò âî âñåé

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íèêàêèõ îñîáûõ òî÷åê, êðîìå ïîëþñîâ. Íàéòè âñå ýòè ïîëþñû è
ãëàâíûå ÷àñòè â íèõ. (3 áàëëà)

Îòâåò: èíòåãðàë ðàâåí
∑∞

n=0
(−1)n

z+2n
= 2

∑∞
n=0

1
(z+4n)(z+4n+2)

, z ∈ C \ −2Z+.
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• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.
(1) Íàïèñàòü ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè íà ïðîñòûå äðîáè. Èñ-

ïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó, ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå äðîáè ôóíêöèþ
z3

(z − 1)(z + 2)
. (1.5 áàëëà)

Îòâåò: f1 =
1

3(z−1)
, f−2 =

8
3(z+2)

, f∞ = z, C = −1.

(2) Ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â êðóãå |z| < 10, âåùåñòâåííà íà îòðåçêå [−10, 10] âåùå-
ñòâåííîé îñè è f(−1 + 2i) = −1 − 2i. ×åìó ðàâíî çíà÷åíèå f(−1 − 2i)? Ïî÷åìó? (1.5
áàëëà)
Îòâåò: −1 + 2i.

• Ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è
(3) Íàéòè ïîòåíöèàë φ è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ E â îáëàñòè

D = {z ∈ C : |z − 1| < 1, |z − 1 + i| <
√
2} ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

• φ|γ1 = −3, ãäå γ1 = {z ∈ C : |z − 1| = 1},
• φ|γ2 = 1, ãäå γ2 = {z ∈ C : |z − 1 + i| =

√
2}. (2 áàëëà)

Îòâåò: f = 16i
3π

ln z
z−2

+ 17
3
, φ = 16

3π
arg z

z−2
− 17

3
, E = 32i

3πz(z−2)
.

(4) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x′′ + 2x′ + x =

{
1, t 6 1

0, t > 1
, x(0) = 2, x′(0) = −4 ïðè

t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì. (2 áàëëà)
Îòâåò: θ(t)

(
1 + e−t(1− 3t)

)
+ θ(t− 1)

(
te1−t − 1

)
.

(5) Íàéòè àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà

∫ 5

1

xeλ(12 lnx−19x+4x2−x3

3
)dx ïðè λ → +∞. (2 áàëëà)

Îòâåò: 1
2

√
π
3λ
e−

46
3
λ
(
1 +O( 1√

λ
)
)
.

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Äîêàçàòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè

∫ ∞

0

e−tzdt

1 + e−t
íå èìååò âî âñåé

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íèêàêèõ îñîáûõ òî÷åê, êðîìå ïîëþñîâ. Íàéòè âñå ýòè ïîëþñû è
ãëàâíûå ÷àñòè â íèõ. (3 áàëëà)

Îòâåò: èíòåãðàë ðàâåí
∑∞

n=0
(−1)n

z+n
=

∑∞
n=0

1
(z+2n)(z+2n+1)

, z ∈ C \ −Z+.
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• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.
(1) Íàïèñàòü ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè íà ïðîñòûå äðîáè. Èñ-

ïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó, ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå äðîáè ôóíêöèþ
z3

(z − 3)(z + 1)
. (1.5 áàëëà)

Îòâåò: f−1 =
1

4(z+1)
, f3 =

27
4(z−3)

, f∞ = z, C = 2.

(2) Ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â êðóãå |z| < 10, âåùåñòâåííà íà îòðåçêå [−10, 10] âåùå-
ñòâåííîé îñè è f(2 + i) = −2 + 3i. ×åìó ðàâíî çíà÷åíèå f(2− i)? Ïî÷åìó? (1.5 áàëëà)
Îòâåò: −2− 3i.

• Ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è
(3) Íàéòè ïîòåíöèàë φ è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ E â îáëàñòè

D = {z ∈ C : |z − 1| < 1, |z − 1− i| <
√
2} ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

• φ|γ1 = −1, ãäå γ1 = {z ∈ C : |z − 1| = 1},
• φ|γ2 = 3, ãäå γ2 = {z ∈ C : |z − 1− i| =

√
2}. (2 áàëëà)

Îòâåò: f = 16
i3π

ln z
z−2

+ 7, φ = 7− 16
3π

arg z
z−2

, E = 32
3iπz(z−2)

.

(4) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x′′+4x′+4x =

{
1, t 6 1

0, t > 1
, x(0) = −1, x′(0) = 4 ïðè

t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì. (2 áàëëà)

Îòâåò: 1
4

(
θ(t)

(
1 + e−2t(6t− 5)

)
+ θ(t− 1)

(
(2t− 1)e−2(t−1) − 1

))
.

(5) Íàéòè àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà

∫ 6

1

xeλ(15 lnx−23x+ 9x2

2
−x3

3
)dx ïðè λ → +∞. (2 áàëëà)

Îòâåò: 1
4

√
π
λ
e−

113
6

λ
(
1 +O( 1√

λ
)
)
.

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Äîêàçàòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè

∫ ∞

0

e−tzdt

1 + e−3t
íå èìååò âî âñåé

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íèêàêèõ îñîáûõ òî÷åê, êðîìå ïîëþñîâ. Íàéòè âñå ýòè ïîëþñû è
ãëàâíûå ÷àñòè â íèõ. (3 áàëëà)

Îòâåò: èíòåãðàë ðàâåí
∑∞

n=0
(−1)n

z+3n
= 3

∑∞
n=0

1
(z+6n)(z+6n+3)

, z ∈ C \ −3Z+.
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• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.
(1) Íàïèñàòü ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè íà ïðîñòûå äðîáè. Èñ-

ïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó, ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå äðîáè ôóíêöèþ
z3

(z − 1)(z + 3)
. (1.5 áàëëà)

Îòâåò: f1 =
1

4(z−1)
, f−3 =

27
4(z+3)

, f∞ = z, C = −2.

(2) Ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â êðóãå |z| < 10, âåùåñòâåííà íà îòðåçêå [−10, 10] âåùå-
ñòâåííîé îñè è f(−2− i) = 1− 2i. ×åìó ðàâíî çíà÷åíèå f(−2 + i)? Ïî÷åìó? (1.5 áàëëà)
Îòâåò: 1 + 2i.

• Ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è
(3) Íàéòè ïîòåíöèàë φ è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ E â îáëàñòè

D = {z ∈ C : |z − 1| < 1, |z − 1 + i| <
√
2} ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

• φ|γ1 = −2, ãäå γ1 = {z ∈ C : |z − 1| = 1},
• φ|γ2 = 1, ãäå γ2 = {z ∈ C : |z − 1 + i| =

√
2}. (2 áàëëà)

Îòâåò: f = 4i
π
ln z

z−2
+ 4, φ = 4

π
arg z

z−2
− 4, E = 8i

πz(z−2)
.

(4) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x′′ − 2x′ + x =

{
1, t 6 1

0, t > 1
, x(0) = 2, x′(0) = 4 ïðè

t > 0 îïåðàöèîííûì ìåòîäîì. (2 áàëëà)
Îòâåò: θ(t)

(
1 + et(1 + 3t)

)
+ θ(t− 1)

(
(2− t)et−1 − 1

)
.

(5) Íàéòè àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà

∫ 4

1

xeλ(6 lnx−11x+3x2−x3

3
)dx ïðè λ → +∞. (2 áàëëà)

Îòâåò: 1
2

√
π
λ
e−

25
3
λ
(
1 +O( 1√

λ
)
)
.

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Äîêàçàòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè

∫ ∞

0

e−tzdt

1 + e−
t
2

íå èìååò âî âñåé

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íèêàêèõ îñîáûõ òî÷åê, êðîìå ïîëþñîâ. Íàéòè âñå ýòè ïîëþñû è
ãëàâíûå ÷àñòè â íèõ. (3 áàëëà)

Îòâåò: èíòåãðàë ðàâåí
∑∞

n=0
(−1)n

z+n
2

= 1
2

∑∞
n=0

1
(z+n)(z+n+ 1

2
)
, z ∈ C \ −Z+

2
.


