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2 À. À. Ïîæàðñêèé

1. Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè

1.1. Óðàâíåíèå Ëåæàíäðà.

Îïðåäåëåíèå 1.1 (Óðàâíåíèå Ëåæàíäðà). Óðàâíåíèåì Ëåæàíäðà íàçûâàþò óðàâíåíèå âèäà

d

dz
(1− z2)

d

dz
W + ν(ν + 1)W = 0,

ãäå ν ∈ C.

Òåîðåìà 1.2 (Ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà â îêðåñòíîñòè åãî îñîáûõ òî÷åê). Â
îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 1 óðàâíåíèå Ëåæàíäðà èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ ñî
ñëåäóþùèì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì

W1(z) = 1 +O(z − 1), W2(z) = ln(z − 1) +O(1), z → 1.

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = −1 óðàâíåíèå Ëåæàíäðà èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøå-
íèÿ ñî ñëåäóþùèì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì

W3(z) = 1 +O(z + 1), W4(z) = ln(z + 1) +O(1), z → −1.

Â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè óðàâíåíèå Ëåæàíäðà ïðè 2ν 6∈ Z èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ ðåøåíèÿ ñî ñëåäóþùèì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì

W5(z) = zν +O(zν−1), W6(z) = z−ν−1 +O(z−ν−2), z →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåì ?? è ??. �

Îïðåäåëåíèå 1.3 (Ôóíêöèÿ Ëåæàíäðà). Ðåøåíèå Pν óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà, ðåãóëÿðíîå â îêðåñ-
òíîñòè òî÷êè z = 1 è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

Pν(1) = 1,

íàçûâàþò ôóíêöèåé Ëåæàíäðà.

Òåîðåìà 1.4 (Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèè Ëåæàíäðà). Ïóñòü

• ν ∈ C, z ∈ (−1, 1];
• D = C \

(
(−∞,−1] ∪ [z, 1]

)
;

• γ � çàìêíóòûé ãëàäêèé êîíòóð â D îðèåíòèðîâàííûé ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè è
îõâàòûâàþùèé îòðåçîê [z, 1];

• f(t, z) � ðåãóëÿðíàÿ â îáëàñòè D ïî ïåðåìåííîé t âåòâü ôóíêöèè (t2−1)ν

(t−z)ν+1 , óäîâëåòâîðÿ-

þùàÿ óñëîâèþ lim
t→1

f(t, 1)(t− 1) = 2ν, ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 2ν = eν ln 2.

Òîãäà

Pν(z) =
1

2πi2ν

∫
γ

f(t, z) dt (1.1)

èëè, â óïðîùåííîé çàïèñè,

Pν(z) =
1

2πi2ν

∫
γ

(t2 − 1)ν

(t− z)ν+1
dt.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåãóëÿðíîñòü ôóíêöèè f ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè,
íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ t = ±1 è t = z.
Ïðîâåðèì, ÷òî pν óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàãðàíæà. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

d

dz
(1− z2)

d

dz
f(t, z) + ν(ν + 1)f(t, z) = C

d

dt

(
f(t, z)

t− z

)
,

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ (ïðîâåðêà ýòîãî ðàâåíñòâà äîâîëüíî äëèííà è ìû åå îïóñòèì).
Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî

d

dz
(1− z2)

d

dz
pν(z) + ν(ν + 1)pν(z) =

1

2πi2ν

∫
γ

(
d

dz
(1− z2)

d

dz
f(t, z) + ν(ν + 1)f(t, z)

)
dt =

=
C

2πi2ν

∫
γ

d

dt

(
f(t, z)

t− z

)
dt = 0.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ â ñèëó çàìêíóòîñòè êîíòóðà γ è ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(t, z)
ïî ïåðåìåííîé t â îêðåñòíîñòè γ.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî

Pν(1) =
1

2πi2ν

∫
γ

f(t, 1) dt =
1

2πi2ν

∫
γ

(t+ 1)ν

t− 1
dt =

(1 + 1)ν

2ν
= 1. �

Çàìå÷àíèå 1.5. Ïðè z 6∈ [−1, 1] çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Pν(z) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ
àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ èíòåãðàëà (1.1).

Òåîðåìà 1.6 (Âûâîä èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Ëåæàíäðà ñ ïîìîùüþ ìå-
òîäà Ëàïëàñà). Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèè Ëåæàíäðà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ëàïëàñà ê óðàâíåíèþ Ëåæàíäðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà â âèäå èíòåãðàëà Ëàïëàñà

W (z) =

∫
Γ

V (t)ezt dt. (1.2)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.2) â óðàâíåíèå Ëåæàíäðà ïîëó÷èì, ÷òî

t2V + 2tV ′ − [t2 + ν(ν + 1)]V = 0, t2(V ′(t)− zV (t))ezt
∣∣∣
Γ
. (1.3)

Óðàâíåíèå (1.3) ÿâëÿåòñÿ âîçìóùåíèåì óðàâíåíèåì Ýéëåðà

t2V + 2tV ′ − ν(ν + 1)V = 0,

îäíî èç ðåøåíèé êîòîðîãî èìååò âèä tν (âòîðîå ðàâíî ëèáî t−ν−1, ëèáî tν ln t). Ñäåëàåì ïîäñòà-
íîâêó V (t) = tνY (t) â óðàâíåíèè (1.3). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî

tY ′′ + 2(ν + 1)Y ′ − tY = 0. (1.4)

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (1.4) ìåòîäîì Ëàïëàñà, ïîëó÷èì

Y (t) =

∫
γ

(ζ2 − 1)νe−ζt dζ,

ãäå γ � ïîäõîäÿùèé êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ
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Ñîáèðàÿ ïîëó÷åííûå ôîðìóëû âìåñòå, íàéäåì

W (z) =

∫
Γ

tνezt

∫
γ

(ζ2 − 1)νe−ζt dζ

 dt =

∫
γ

(ζ2 − 1)ν

∫
Γ

tνe(z−ζ)t dt

 dζ =
[
τ = (ζ − z)t

]
=

=

∫
γ

(ζ2 − 1)ν

(ζ − z)ν+1

∫
Γ̃

tνe−t dt

 dζ = C

∫
γ

(ζ2 − 1)ν

(ζ − z)ν+1
dζ,

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ìû ïîçâîëèì ñåáå íå îñòàíàâëèâàòüñÿ íà îïèñàíèè êîíòóðîâ γ,
Γ è Γ̃, îòìåòèì ëèøü, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîì èõ âûáîðå ïåðåñòàíîâêà èíòåãðàëîâ âîçìîæíà â ñèëó
òåîðåìû Ôóáèíè. �

Òåîðåìà 1.7 (Ïîâåäåíèå ôóíêöèè Ëåæàíäðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè −1). Â îêðåñòíîñòè òî÷êè
z0 = −1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Pν(z) =
sin πν

π
ln(z + 1)pν(−z) + ω(z),

ãäå ω � íåêîòîðàÿ ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè z0 = −1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Pν(−z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà,
ïðè÷åì Pν(−z) � ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = −1. Îòñþäà è èç òåîðåìû ?? ñëåäóåò, ÷òî
â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = −1 ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå âèäà

Pν(z) = A ln(z + 1)Pν(−z) + ω(z),

ãäå A � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî A = sinπν

π
ìû ïîçâîëèì ñåáå îñòàâèòü áåç äîêàçàòåëüñòâà. �

1.2. Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà.

Òåîðåìà 1.8 (Ôîðìóëà Ðîäðèãà (äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà)). Ïóñòü n ∈ Z+, òîãäà ñïðàâåä-
ëèâà ôîðìóëà Ðîäðèãà

Pn(z) =
1

2nn!

dn

dzn
(z2 − 1)n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1.4 ñëåäóåò, ÷òî

Pn(z) =
1

2πi2n

∫
|t−z|=ε

(t2 − 1)n

(t− z)n+1
dt,

ãäå ε � äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î âû÷åòàõ, ïîëó÷èì
÷òî

Pn(z) =
1

2n
res
t=z

(t2 − 1)n

(t− z)n+1
=

1

2nn!

dn

dtn
(t2 − 1)n

∣∣∣
t=z

=
1

2nn!

dn

dzn
(z2 − 1)n.�

Îïðåäåëåíèå 1.9 (Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà). Ïðè âñåõ n ∈ Z+ ôóíêöèþ âèäà

Pn(z) =
1

2nn!

dn

dzn
(z2 − 1)n

íàçûâàþò ïîëèíîìîì Ëåæàíäðà (P0(z) = 1, P1(z) = z, P2(z) = 1
2
(3z2 − 1), . . .).

Òåîðåìà 1.10 (Ñèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà îòâå÷àþùåãî óðàâíåíèþ Ëåæàíäðà). Ïóñòü
• Lu = − d

dx
(1− x2) d

dx
u(x);
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• Dom(L) = {u | u ∈ C2(−1, 1) ∩ C[−1, 1]};
• (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(−1, 1).

Òîãäà

∀ u ∈ Dom(L) ∀ v ∈ Dom(L) (Lu, v) = (u,Lv).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ Dom(L) è v ∈ Dom(L). Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì, ÷òî

(Lu, v) = −
1∫

−1

(
(1− x2)u′(x)

)′
v(x) dx = −(1− x2)u′(x)v(x)

∣∣∣1
−1

+

1∫
−1

(1− x2)u′(x)v′(x) dx =

=

1∫
−1

(1− x2)v′(x) du(x) = (1− x2)v′(x)u(x)
∣∣∣1
−1
−

1∫
−1

u(x)
(
(1− x2)v′(x)

)′
dx = (u,Lv). �

Òåîðåìà 1.11 (Ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(1) ∀ n ∈ Z+ P−n−1 = Pn.
(2) ∀ n ∈ Z+ ïîëèíîì Pn èìååò ðîâíî n îäíîêðàòíûõ êîðíåé íà îòðåçêå [−1, 1].
(3) ∀ n ∈ Z+ ∀ z ∈ C Pn(z) = (−1)nPn(−z).

(4)
{√

2n+1
2
Pn

}∞
n=0

� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(−1, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî óðàâíåíèå Ëåæàíäðà ïðè ν = n è ν = −n− 1 èìååò
îäèí è òîò æå âèä.
(2) Ïðè n = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ðàññìîòðèì n ∈ N. Ôóíêöèÿ f(z) = (z2 − 1)n èìååò

íóëè ïîðÿäêà n â òî÷êàõ ±1. Èç òåîðåìû Ðîëëÿ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f ′(z) èìååò ïî êðàéíåé

ìåðå îäèí íóëü z
(1)
1 íà èíòåðâàëå (−1, 1). Îòñþäà è èç òåîðåìû Ðîëëÿ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

f (2)(z) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå ïî îäíîìó íóëþ z
(2)
1 è z

(2)
2 íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (−1, z

(1)
1 ) è

(z
(1)
1 , 1). Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ f (n)(z) èìååò ïî êðàéíåé ïî îäíîìó

íóëþ z
(n)
1 , z

(n)
2 , . . . z

(n)
n íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ âèäà(
−1, z

(n−1)
1

)
,
(
z

(n−1)
1 , z

(n−1)
2

)
, . . . ,

(
z

(n−1)
n−1 , 1

)
.

(3) Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Pn(−z) =
1

2nn!

dn

d(−z)n
((−z)2 − 1)n =

1

2nn!

dn

d(−z)n
(z2 − 1)n =

(−1)n

2nn!

dn

dzn
(z2 − 1)n = (−1)nPn(z).

(4) Ïóñòü L � îïåðàòîð, îòâå÷àþùèé óðàâíåíèþ Ëåæàíäðà. Äëÿ ëþáûõ n ∈ Z+ è m ∈ Z+

òàêèõ, ÷òî n 6= m âåðíî, ÷òî

LPn = n(n+ 1)Pn, LPm = m(m+ 1)Pm.

Îòñþäà è èç òåîðåìû 1.10 ïîëó÷èì, ÷òî

n(n+ 1)(Pn, Pm) = (LPn, Pm) = (Pn,LPm) = m(m+ 1)(Pn, Pm),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

(Pn, Pm) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîìû Ëåæàíäðà îáðàçóþò îðòîãîíàëüíîå ñåìåéñòâî â L2(−1, 1).
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Äàëåå, ïðè n ∈ Z+ âåðíî, ÷òî

‖Pn‖2 =

1∫
−1

P 2
n(x) dx =

(−1)n

2nn!

1∫
−1

(x2 − 1)n
dnPn(x)

dxn
dx =

1∫
−1

P 2
n(x) dx =

=
(−1)n

22n(n!)2

1∫
−1

(x2 − 1)n
d2n(x2 − 1)n

dx2n
dx =

(−1)n(2n)!

22n(n!)2

1∫
−1

(x2 − 1)n dx =

=
2(2n)!

22n(n!)2

1∫
0

(1− x2)n dx =

[
x2 = t, dx =

dt

2
√
t

]
=

(2n)!

22n(n!)2

1∫
0

(1− t)nt−1/2 dt =

=
(2n)!

22n(n!)2
B

(
n+ 1,

1

2

)
=

(2n)!

22n(n!)2

Γ(n+ 1)Γ(1
2
)

Γ(n+ 3
2
)

=
(2n)!

22nn!

Γ(1
2
)

Γ(n+ 3
2
)

=

=
(2n)!

22nn!

Γ(1
2
)

(n+ 1
2
)(n− 1

2
) . . . 1

2
Γ(1

2
)

=
2

(2n+ 1)

(2n)!

2nn!(2n− 1) . . . 1
=

2

(2n+ 1)
.

Òàêèì îáðàçîì,
{√

2n+1
2
Pn

}∞
n=0

� îðòîíîðìèðîâàííîå ñåìåéñòâî â L2(−1, 1).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç L2(−1, 1) ìîæíî
ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïîëè-
íîìîâ Ëåæàíäðà ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ïîëèíîìîâ íà îòðåçêå (−1, 1) (ëþáîé ïîëèíîì
ìîæíî ðàçëîæèòü â êîíå÷íûé ðÿä ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà). Äàëåå, èçâåñòíî, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâî ïîëèíîìîâ íà îòðåçêå ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (ïî íîðìå â C(−1, 1),
à, ñëåäîâàòåëüíî, è ïî íîðìå â L2(−1, 1)). Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé ïëîòíî â L2(−1, 1) (ïî íîðìå â L2(−1, 1)). Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷èì, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà
ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ïëîòíà â L2(−1, 1) (ïî íîðìå â L2(−1, 1)). Îòñþäà, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïî-
ëèíîìû Ëåæàíäðà îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó, ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç L2(−1, 1)
ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà. �

Îïðåäåëåíèå 1.12 (Ñèíãóëÿðíàÿ çàäà÷àØòóðìà-Ëèóâèëëèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà). Ñèí-
ãóëÿðíîé çàäà÷åé Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà íàçûâàþò çàäà÷ó îá îïðåäåëå-
íèè âñåõ ïàðàìåòðîâ λ òàêèõ, ÷òî íà èíòåðâàëå (−1, 1) ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå
çàäà÷è

Lu = λu, u ∈ Dom(L),

ãäå

• Lu = − d
dx

(1− x2) d
dx
u(x);

• Dom(L) = {u | u ∈ C2(−1, 1) ∩ C[−1, 1]}.
Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðîì äàííàÿ çàäà÷à èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, íàçûâà-

þò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ýòîé çàäà÷è, à ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåí-
íîé ôóíêöèåé.

Òåîðåìà 1.13 (Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñèíãóëÿðíîé çàäà÷è Øòóðìà�
Ëèóâèëëèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñèíãó-
ëÿðíîé çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà èìåþò âèä

∀ n ∈ Z+ λn = n(n+ 1), un = Pn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåì 1.7 è 1.11. �
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1.3. Ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà.

Îïðåäåëåíèå 1.14 (Ïðèñîåäèíåííîå óðàâíåíèå Ëåæàíäðà). Ïðèñîåäèíåííûì óðàâíåíèåì Ëå-
æàíäðà íàçûâàþò óðàâíåíèå âèäà

d

dz
(1− z2)

d

dz
W − m2

1− z2
W + ν(ν + 1)W = 0,

ãäå ν ∈ C è m = N.

Òåîðåìà 1.15 (Ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðèñîåäèíåííîãî óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà â îêðåñòíîñòè îñî-
áûõ òî÷åê). Â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 1 ïðèñîåäèíåííîå óðàâíåíèå Ëåæàíäðà èìååò äâà ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ ñî ñëåäóþùèì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì

W1(z) = (z − 1)
m
2 +O

(
(z − 1)

m+2
2

)
, W2(z) = (z − 1)−

m
2 + o

(
(z − 1)−

m
2

)
, z → 1.

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = −1 ïðèñîåäèíåííîå óðàâíåíèå Ëåæàíäðà èìååò äâà ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ ðåøåíèÿ ñî ñëåäóþùèì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì

W3(z) = (z + 1)
m
2 +O

(
(z + 1)

m+2
2

)
, W4(z) = (z + 1)−

m
2 + o

(
(z + 1)−

m
2

)
, z → −1.

Â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè óðàâíåíèå Ëåæàíäðà ïðè 2ν 6∈ Z èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ ðåøåíèÿ ñî ñëåäóþùèì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì

W5(z) = zν +O(zν−1), W6(z) = z−ν−1 +O(z−ν−2), z →∞.

Òåîðåìà 1.16 (Ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè ïðèñîåäèíåííîãî óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà è ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà). Ïóñòü V � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà. Òîãäà ôóíêöèÿ

W (z) = (1− z2)
m
2
dm

dzm
V (z)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðèñîåäèíåííîãî óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó

W (z) = (1− z2)
m
2 ϕ(z)

â ïðèñîåäèíåííîì óðàâíåíèè Ëåæàíäðà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
âèäà

(1− z2)ϕ′′ − 2z(m+ 1)ϕ′ + (ν2 + ν −m2 −m)ϕ = 0. (1.5)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äèôôåðåíöèðóÿ m ðàç óðàâíåíèå Ëåæàíäðà

(1− z2)V ′′ − 2zV ′ + (ν2 + ν)V = 0

ïî ïåðåìåííîé z, ïîëó÷èì, ÷òî

m = 1 : (1− z2)V (3) − 2(1 + 1)zV (2) + (ν2 + ν − 2)V (1) = 0,

m = 2 : (1− z2)V (4) − 2(2 + 1)zV (3) + (ν2 + ν − 2− 4)V (2) = 0,

m = 3 : (1− z2)V (5) − 2(3 + 1)zV (4) + (ν2 + ν − 2− 4− 6)V (3) = 0,

(1− z2)V (m+2) − 2(m+ 1)zV (m+1) + (ν2 + ν −m2 −m)V (m) = 0. (1.6)

Ñðàâíèâàÿ (1.5) è (1.6) ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �
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Îïðåäåëåíèå 1.17 (Ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà). Ïðè âñåõ n ∈ Z+ è m ∈ N òàêèõ,
÷òî m > n ôóíêöèþ âèäà

Pm
n (z) = (1− z2)

m
2
dm

dzm
Pn(z)

íàçûâàþò ïðèñîåäèíåííîé ôóíêöèåé Ëåæàíäðà.
Êðîìå òîãî, ÷òî ïîëàãàþò, ÷òî P 0

n ≡ Pn.

Òåîðåìà 1.18 (Ñèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà îòâå÷àþùåãî ïðèñîåäèíåííîìó óðàâíåíèþ Ëåæàíä-
ðà). Ïóñòü

• Lu = − d
dx

(1− x2) d
dx
u(x) + m2

1−x2u(x), ãäå m ∈ N;
• Dom(L) =

{
u
∣∣∣ u(x)√

1−x2 ∈ C
2(−1, 1) ∩ C[−1, 1]

}
;

• (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(−1, 1).

Òîãäà

∀ u ∈ Dom(L) ∀ v ∈ Dom(L) (Lu, v) = (u,Lv).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ Dom(L) è v ∈ Dom(L). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîððåêòíî îïðåäåëåí
èíòåãðàë

1∫
−1

u(x)v(x)

1− x2
dx.

Òàêæå êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.10, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì, ÷òî

(Lu, v) = (u,Lv). �

Òåîðåìà 1.19 (Îñíîâíîå ñâîéñòâî ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé Ëåæàíäðà). Äëÿ ëþáîãî m ∈ Z+

ñåìåéñòâî ôóíêöèé {Pm
n }
∞
n=m îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â L2(−1, 1).1

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñèììåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà, îòâå÷àþùåãî ïðèñîåäèíåííîìó óðàâíåíèþ
Ëåæàíäðà, ñëåäóåò, ÷òî ñåìåéñòâî {Pm

n }
∞
n=m ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì â L2(−1, 1).

Ïîëíîòà ñåìåéñòâà {Pm
n }
∞
n=m â L2(−1, 1) ìîæåò áûòü äîêàçàíà òàêæå, êàê ïîëíîòà ñåìåéñòâà

{Pn}∞n=0 â L2(−1, 1) (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.11). �

Îïðåäåëåíèå 1.20 (Ñèíãóëÿðíàÿ çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëèÿ äëÿ ïðèñîåäèíåííîãî óðàâíå-
íèÿ Ëåæàíäðà). Ñèíãóëÿðíîé çàäà÷åé Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ äëÿ ïðèñîåäèíåííîãî óðàâíåíèÿ Ëå-
æàíäðà íàçûâàþò çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè âñåõ ïàðàìåòðîâ λ òàêèõ, ÷òî íà èíòåðâàëå (−1, 1)
ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è

Lu = λu, u ∈ Dom(L),

ãäå

• Lu = − d
dx

(1− x2) d
dx
u(x) + m2

1−x2u(x), m ∈ N;
• Dom(L) =

{
u
∣∣∣ u(x)√

1−x2 ∈ C
2(−1, 1) ∩ C[−1, 1]

}
.

Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðîì äàííàÿ çàäà÷à èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, íàçûâà-
þò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ýòîé çàäà÷è, à ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåí-
íîé ôóíêöèåé.

1Ïðè m ∈ Z+ ñåìåéñòâî ôóíêöèé
{√

2n+1
2

(n−m)!
(n+m)! P

m
n

}∞
n=m

îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(−1, 1).
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Òåîðåìà 1.21 (Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñèíãóëÿðíîé çàäà÷è Øòóðìà�
Ëèóâèëëèÿ äëÿ ïðèñîåäèíåííîãî óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè ñèíãóëÿðíîé çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëèÿ äëÿ ïðèñîåäèíåííîãî óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà
ïðè m ∈ N èìåþò âèä

∀ n > m λn = n(n+ 1), un = Pm
n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåì 1.7, 1.15 è 1.16. �

1.4. Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè.

Òåîðåìà 1.22 (Îïåðàòîð Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ). Ïóñòü
• â R3 çàäàíû ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû îòîáðàæåíèåì ψ âèäàx = r sin θ cosϕ,

y = r sin θ sinϕ,
z = r cos θ,

ãäå θ ∈ (0, π), ϕ ∈ (0, 2π) è r ∈ (0,+∞);
• ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà â R3;
• f ∈ C∞(R3).

Òîãäà

(∆f) ◦ ψ =

[
1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
+

1

r2
∆θ,ϕ

]
(f ◦ ψ),

ãäå

∆θ,ϕ =
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç äîêàçàòåëüñòâà (äîêàçàíî íà 1-îì êóðñå).�

Îïðåäåëåíèå 1.23 (Îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè). Îïåðàòîð

∆θ,ϕ =
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

íàçûâàþò îïåðàòîðîì Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ñôåðå â R3.

Îïðåäåëåíèå 1.24 (Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ñôåðå). Ïóñòü
• S = {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 = 1};
• f : S → R.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà ñôåðå (èëè ïðèíàäëåæèò êëàñ-
ñó C∞(S)), åñëè äëÿ ëþáîé s ∈ S íàéäóòñÿ îáëàñòü D ⊂ R2 è îòîáðàæåíèå ψ ∈ C∞(D,S)
òàêèå, ÷òî

(1) s ∈ ψ(D);
(2) f ◦ ψ ∈ C∞(D).

Îïðåäåëåíèå 1.25 (Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå ÷èñëà äëÿ îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà-Áåëüòðàìè). Ïóñòü

• S � åäèíè÷íàÿ ñôåðà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò â R3;
• ∆θ,ϕ � îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ñôåðå S;
• Dom(∆θ,ϕ) = C∞(S).
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Çàäà÷åé íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå ÷èñëà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè
íàçûâàþò çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè âñåõ ïàðàìåòðîâ λ òàêèõ, ÷òî

−∆θ,ϕu = λu, u ∈ Dom(∆θ,ϕ).

Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðîì äàííàÿ çàäà÷à èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, íàçû-
âàþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè, à ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå
íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè.

Òåîðåìà 1.26 (Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè).
Ïóñòü

• S � åäèíè÷íàÿ ñôåðà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò â R3;
• ∀ n ∈ Z+ λn = −n(n+ 1);
• ∀ n ∈ Z+ ∀ m ∈ {m | m ∈ Z, |m| 6 n} Y m

n (θ, ϕ) = eimϕPm
n (cos θ);

Òîãäà

(1) ∀ n ∈ Z+ ∀ m ∈ {m | m ∈ Z, |m| 6 n} −∆θ,ϕY
m
n = λnY

m
n , Y

m
n ∈ C∞(S);

(2) {λn} � ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà S;
(3) {Y m

n } � ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ýòîãî áóäåì
èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è

−∆θ,ϕu = λu, u ∈ Dom(∆θ,ϕ) (1.7)

â âèäå

u(θ, ϕ) = Z(θ)Φ(ϕ). (1.8)

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå (1.8) â óðàâíåíèå (1.7), ïîëó÷èì, ÷òî

−
(
Z ′(θ) sin θ

)′
sin θ

Φ(ϕ)− Z(θ)

sin2 θ
Φ′′(ϕ) = λZ(θ)Φ(ϕ),(

Z ′(θ) sin θ
)′

sin θ

Z(θ)
+ λ sin2 θ = −Φ′′(ϕ)

Φ(ϕ)
. (1.9)

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (1.9) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ θ ∈ (0, π) è ϕ ∈ (0, 2π). Îòñþäà,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.9) çàâèñèò òîëüêî îò θ, à ïðàâàÿ � îò ϕ, ïîëó÷èì, ÷òî
íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ ν òàêàÿ, ÷òî(

Z ′(θ) sin θ
)′

sin θ

Z(θ)
+ λ sin2 θ = −Φ′′(ϕ)

Φ(ϕ)
= ν. (1.10)

Îòñþäà è èç óñëîâèÿ Z(θ)Φ(ϕ) ∈ C∞(S) ñëåäóåò, ÷òî Φ � 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

−Φ′′ = νΦ.

Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó íà ôóíêöèþ Φ ïîëó÷èì, ÷òî

∀ m ∈ Z νm = m2, Φn = eimϕ.

Îòñþäà è èç (1.10) ïîëó÷èì, ÷òî Z óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ âèäà(
Z ′ sin θ

)′
sin θ + λZ sin2 θ = m2Z. (1.11)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

cos θ = t, Z(θ) = v(cos θ) (1.12)
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â óðàâíåíèè (1.11). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî

Z ′(θ) sin θ =
∂v(cos θ)

∂θ
sin θ = −v′(cos θ) sin2 θ = −v′(t)(1− t2)

∣∣
t=cos θ

,(
Z ′(θ) sin θ

)′
sin θ =

(
v′(t)(1− t2)

)′
(1− t2)

∣∣
t=cos θ

,

îòêóäà

−
(
v′(1− t2)

)′
+

m2

1− t2
v = λv.

Îïðåäåëåíèå 1.27 (Ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ). Ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèåé ïîðÿäêà l ∈ Z+ íàçûâàþò
ëþáîé îäíîðîäíûé ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè l, ðàññìàòðèâàåìûé íà åäèíè÷íîé ñôåðå
S ⊂ Rn, ãäå n ∈ N.

Òåîðåìà 1.28 (Ñèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè). Ïóñòü
• S � åäèíè÷íàÿ ñôåðà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò â R3;
• ∆θ,ϕ � îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ñôåðå S;
• Dom(L) = C∞(S);
• (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H = L2 ((0, π)× (0, 2π); sin θ), äðóãèìè ñëîâàìè,

∀ u ∈ H ∀ v ∈ H (u, v) =

π∫
0

2π∫
0

u(θ, ϕ)v(θ, ϕ) sin θ dϕ dθ.

Òîãäà
∀ u ∈ Dom(L) ∀ v ∈ Dom(L) (Lu, v) = (u,Lv).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì (ñàìîñòîÿòåëüíî). �


