
Âîïðîñû ê ýêçàìåíó ïî ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
(6 ñåìåñòð, 9 èþíÿ 2018)

• Îòâåòüòå íà ñëåäóþùèå âîïðîñû.

(1) Äàéòå îïðåäåëåíèå óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Ïðèíàäëåæèò ëè
óðàâíåíèå uxx + 2uxy + uyy = u ê ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó? Ïî÷åìó? (1 áàëë)
Îòâåò: íåò

(2) Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðàâèëüíîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè äëÿ óðàâ-
íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. ßâëÿåòñÿ ëè òî÷êà z = ∞ ïðàâèëüíîé äëÿ óðàâíå-
íèÿ W ′′ + 2

z
(W ′ +W ) = 0? Ïî÷åìó? (1 áàëë)

Îòâåò: íåò

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè{
W ′′W + 2W ′ = ez

W (0) = 1,W ′(0) = 0

â âèäå ðÿäà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 ñ òî÷íîñòüþ äî O(z4). (1 áàëë)

Îòâåò: 1 + z2

2
− z3

6
+O(z4)

(4) Íàéòè èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

zW ′′ + (1− z)W ′ −W = 0

Âû÷èñëèòü îäèí èç ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ. (1 áàëë)

Îòâåò: W1 = ez,W2 =
∫ 0

−∞
ezt

t−1
dt,Re z > 0

(5) Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïîëóêðóãå
∆u = 0, 1 < r < 2, 0 < φ < π

u|φ=0 = u|φ=π = 0
∂u
∂n
|r=1 = sinφ,

∂u
∂n
|r=2 = sin 2φ

.

(1 áàëë)
Îòâåò: sinφ

3
(r + 4

r
) + 4 sin 2φ

15
(r2 + 1

r2
)

(6) Ðåøèòü íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
ut = uxx + 1 + 2 cos x

2
, 0 < x < π, t > 0,

ux|x=0 = u|x=π = 0,

u|t=0 = 0,

(1 áàëë)

Îòâåò: 8(1 + 2
π
)(1− e−

t
4 ) cos x

2
+ 16

π

∑∞
n=1

(−1)n

(1+2n)3
(1− e−( 1+2n

2
)2t) cos 2n+1

2
x

• Âûïîëíèòå ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

(7) Âû÷èñëèòü ìàòðèöó ìîíîäðîìèè äëÿ ñèñòåìû

{
W ′

1 = W2

W ′
2 =

1
3z
W2 − 1

3z2
W1

â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0. (3 áàëëà)

Îòâåò: 1
2

(
3ei

2π
3 − 1 3(1− ei

2π
3 )z1

ei
2π
3 −1
z1

3− ei
2π
3

)
(8) Íàéòè îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè utt = uxx + δ(t)

(
δ(x) + δ′(x)

)
,

îáðàùàþùååñÿ â 0 ïðè t < 0. (3 áàëëà)

Îòâåò: 1
2

(
θ(t− |x|) + θ(t)

(
δ(t+ x)− δ(t− x)

))
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• Îòâåòüòå íà ñëåäóþùèå âîïðîñû.

(1) Äàéòå îïðåäåëåíèå óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Ïðèíàäëåæèò ëè
óðàâíåíèå uxx + 4uxy + uyy = u ê ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó? Ïî÷åìó? (1 áàëë)
Îòâåò: íåò

(2) Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðàâèëüíîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè äëÿ óðàâ-
íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. ßâëÿåòñÿ ëè òî÷êà z = ∞ ïðàâèëüíîé äëÿ óðàâíå-
íèÿ W ′′ + 2

z
W ′ + 1

z3
W = 0? Ïî÷åìó? (1 áàëë)

Îòâåò: äà

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè{
W ′′W − 2W ′ = sin z

W (0) = 1,W ′(0) = 0

â âèäå ðÿäà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 ñ òî÷íîñòüþ äî O(z4). (1 áàëë)

Îòâåò: 1 + z3

6
+O(z4)

(4) Íàéòè èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

zW ′′ − zW ′ −W = 0

Âû÷èñëèòü îäèí èç ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ. (1 áàëë)

Îòâåò: W1 = zez,W2 =
∫ 0

−∞
ezt

(t−1)2
dt,Re z > 0

(5) Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïîëóêðóãå
∆u = 0, 1 < r < 3, 0 < φ < π

u|φ=0 = u|φ=π = 0
∂u
∂n
|r=1 = sin 2φ,

∂u
∂n
|r=3 = sin 4φ

.

(1 áàëë)
Îòâåò: sin 2φ

160
(r2 + 81

r2
) + 3 sin 4φ

4(81− 1
81

)
(r4 + 1

r4
)

(6) Ðåøèòü íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
ut = uxx + 2 + cos x

2
, 0 < x < π, t > 0,

ux|x=0 = u|x=π = 0,

u|t=0 = 0,

(1 áàëë)

Îòâåò: 4(1 + 8
π
)(1− e−

t
4 ) cos x

2
+ 4

π

∑∞
n=1

(−1)n

(n+ 1
2
)3
(1− e−(n+ 1

2
)2t) cos(n+ 1

2
)x

• Âûïîëíèòå ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

(7) Âû÷èñëèòü ìàòðèöó ìîíîäðîìèè äëÿ ñèñòåìû

{
W ′

1 = W2

W ′
2 =

1
4z
W2 − 1

4z2
W1

â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0. (3 áàëëà)

Îòâåò: 1
3

(
4i− 1 4(1− i)z1

i−1
z1

4− i

)
(8) Íàéòè îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè utt = uxx + δ(x)

(
δ(t) + δ′(t)

)
,

îáðàùàþùååñÿ â 0 ïðè t < 0. (3 áàëëà)

Îòâåò: θ(t)
2

(
θ(t− |x|) + δ(t− |x|)

)
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• Îòâåòüòå íà ñëåäóþùèå âîïðîñû.

(1) Äàéòå îïðåäåëåíèå óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Ïðèíàäëåæèò ëè
óðàâíåíèå uxx − 2uxy + uyy = u ê ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó? Ïî÷åìó? (1 áàëë)
Îòâåò: íåò

(2) Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðàâèëüíîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè äëÿ óðàâ-
íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. ßâëÿåòñÿ ëè òî÷êà z = ∞ ïðàâèëüíîé äëÿ óðàâíå-
íèÿ W ′′ + 2

z2
W ′ + 1

z
W = 0? Ïî÷åìó? (1 áàëë)

Îòâåò: íåò

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè{
W ′′W + 3W ′ = e−z

W (0) = 1,W ′(0) = 0

â âèäå ðÿäà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 ñ òî÷íîñòüþ äî O(z4). (1 áàëë)

Îòâåò: 1 + z2

2
− 2z3

3
+O(z4)

(4) Íàéòè èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

zW ′′ + (2− z)W ′ +W = 0

Âû÷èñëèòü îäèí èç ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ. (1 áàëë)

Îòâåò: W1 = z − 2,W2 =
∫∞
1

ezt(t−1)2

t2
dt,Re z < 0

(5) Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïîëóêðóãå
∆u = 0, 1 < r < 2, 0 < φ < π

u|φ=0 = u|φ=π = 0
∂u
∂n
|r=1 = sin 2φ,

∂u
∂n
|r=2 = sin 4φ

.

(1 áàëë)
Îòâåò: sin 2φ

30
(r2 + 16

r2
) + sin 4φ

2(16− 1
16

)
(r4 + 1

r4
)

(6) Ðåøèòü íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
ut = uxx + 2 + 2 cos x

2
, 0 < x < π, t > 0,

ux|x=0 = u|x=π = 0,

u|t=0 = 0,

(1 áàëë)

Îòâåò: 4(2 + 8
π
)(1− e−

t
4 ) cos x

2
+ 4

π

∑∞
n=1

(−1)n

(n+ 1
2
)3
(1− e−(n+ 1

2
)2t) cos(n+ 1

2
)x

• Âûïîëíèòå ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

(7) Âû÷èñëèòü ìàòðèöó ìîíîäðîìèè äëÿ ñèñòåìû

{
W ′

1 = W2

W ′
2 =

1
2z
W2 − 1

2z2
W1

â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0. (3 áàëëà)

Îòâåò:

(
−3 −2z1
− 2

z1
3

)
(8) Íàéòè îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè utt = uxx + δ(t)δ′′(x), îáðàùà-
þùååñÿ â 0 ïðè t < 0. (3 áàëëà)

Îòâåò: θ(t)
2

(
δ′(t+ x)− δ′(t− x)

)
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• Îòâåòüòå íà ñëåäóþùèå âîïðîñû.

(1) Äàéòå îïðåäåëåíèå óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Ïðèíàäëåæèò ëè
óðàâíåíèå 2uxx +2uxy + uyy = u ê ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó? Ïî÷åìó? (1 áàëë)
Îòâåò: äà

(2) Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðàâèëüíîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè äëÿ óðàâ-
íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. ßâëÿåòñÿ ëè òî÷êà z = ∞ ïðàâèëüíîé äëÿ óðàâíå-
íèÿ W ′′ + 1

z2
(W ′ +W ) = 0? Ïî÷åìó? (1 áàëë)

Îòâåò: äà

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè{
W ′′W − 3W ′ = cos z

W (0) = 1,W ′(0) = 0

â âèäå ðÿäà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 0 ñ òî÷íîñòüþ äî O(z4). (1 áàëë)

Îòâåò: 1 + z2

2
+ z3

3
+O(z4)

(4) Íàéòè èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

zW ′′ + (2− z)W ′ − 2W = 0

Âû÷èñëèòü îäèí èç ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ. (1 áàëë)

Îòâåò: W1 = ez,W2 =
∫ 0

−∞
tezt

t−1
dt,Re z > 0

(5) Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïîëóêðóãå
∆u = 0, 1 < r < 3, 0 < φ < π

u|φ=0 = u|φ=π = 0
∂u
∂n
|r=1 = sinφ,

∂u
∂n
|r=3 = sin 2φ

.

(1 áàëë)
Îòâåò: sinφ

8
(r + 9

r
) + 3 sin 2φ

2(9− 1
9
)
(r2 + 1

r2
)

(6) Ðåøèòü íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
ut = uxx + 1 + 3 cos x

2
, 0 < x < π, t > 0,

ux|x=0 = u|x=π = 0,

u|t=0 = 0,

(1 áàëë)

Îòâåò: 4(3 + 4
π
)(1− e−

t
4 ) cos x

2
+ 2

π

∑∞
n=1

(−1)n

(n+ 1
2
)3
(1− e−(n+ 1

2
)2t) cos(n+ 1

2
)x

• Âûïîëíèòå ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

(7) Âû÷èñëèòü ìàòðèöó ìîíîäðîìèè äëÿ ñèñòåìû

{
W ′

1 = W2

W ′
2 =

1
5z
W2 − 1

5z2
W1

â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0. (3 áàëëà)

Îòâåò: 1
4

(
5ei

2π
5 − 1 5(1− ei

2π
5 )z1

ei
2π
5 −1
z1

5− ei
2π
5

)
(8) Íàéòè îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè utt = uxx + δ′′(t)δ(x), îáðàùà-
þùååñÿ â 0 ïðè t < 0. (3 áàëëà)
Îòâåò: 1

2
δ′(t− |x|)


