
Âîïðîñû ê ýêçàìåíó ïî ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
(6 ñåìåñòð, 16 èþíÿ 2021)

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

(1) Âû÷èñëèòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ìàòðèöû

(
2 a
a 2

)
. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ôîð-

ìà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé? Ïî÷åìó? Îïðåäåëèòü òèï óðàâíåíèÿ uxx +
auxy + uyy = 0 ïðè òàêèõ a. (1.5 áàëëà)
Îòâåò: 2ξ21 + 2aξ1ξ2 + 2ξ22 ,−2 < a < 2, ýëëèïòè÷åñêèé.

(2) Êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ñôåðå? Êàêèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îíè ñîîòâåòñòâóþò?
Êàêîâà êðàòíîñòü ýòèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé?
à) eiφ cos θ; á) eiφ; â) e−2iφ cos θ. (1.5 áàëëà)
Îòâåò: a), λ = 2, êðàòíîñòü 3.

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Íàéòè èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

4zW ′′ + (z − 4)W ′ +W = 0.

Âû÷èñëèòü îäèí èç ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ. (2 áàëëà)

Îòâåò: W1 = z2e
−z
4 ,W2 =

∫∞
0

eztdt
(4t+1)3

,Re z < 0.

(4) Ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â øàðîâîì ñëîå

∆u = 0, 1 < r < 2,

∂u

∂n

∣∣∣
r=1

= a+ 9 sin2 θ,

∂u

∂n

∣∣∣
r=2

= −5 cos θ,

ãäå a � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, íàïîìíèì, ÷òî P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
3x2 − 1

2
.

(2 áàëëà)
Îòâåò: ïðè a ̸= −6 ðåøåíèå íå ñóùåñòâóåò, åñëè a = −6, òî u = CP0(cos θ) − 20

7
(2r +

1
r2
)P1(cos θ)− 3

31
(r2 + 64

3r3
)P2(cos θ), C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

(5) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

utt = 9uxx + cos 3t, 0 < x < π, t > 0,

u′|x=0 = u′|x=π = 0,

u|t=0 = cos 3x,

ut|t=0 = 1 + cos2 x.

Îòâåò: u = 1−cos 3t
9

+ 3t
2
+ 1

12
sin 6t cos 2x+ cos 9t cos 3x. (2 áàëëà)

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Èñïîëüçóÿ êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äè-
ðèõëå äëÿ ïîëîñû −∞ < x < ∞, 0 < y < π, èìååò âèä

G(M,M0) =
1

4π
ln

ch(x− x0)− cos(y + y0)

ch(x− x0)− cos(y − y0)
, M = (x, y), M0 = (x0, y0),

çäåñü ln 1 = 0. (3 áàëëà)



Âîïðîñû ê ýêçàìåíó ïî ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
(6 ñåìåñòð, 16 èþíÿ 2021)

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

(1) Âû÷èñëèòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ìàòðèöû

(
3 a
a 3

)
. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ôîð-

ìà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé? Ïî÷åìó? Îïðåäåëèòü òèï óðàâíåíèÿ 3uxx +
2auxy + 3uyy = 0 ïðè òàêèõ a. (1.5 áàëëà)
Îòâåò: 3ξ21 + 2aξ1ξ2 + 3ξ22 ,−3 < a < 3, ýëëèïòè÷åñêèé.

(2) Êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ñôåðå? Êàêèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îíè ñîîòâåòñòâóþò?
Êàêîâà êðàòíîñòü ýòèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé?
à) e2iφ cos θ; á) 1; â) e−iφ. (1.5 áàëëà)
Îòâåò: á), λ = 0, êðàòíîñòü 1.

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Íàéòè èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

3zW ′′ + (2z − 3)W ′ + 2W = 0.

Âû÷èñëèòü îäèí èç ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ. (2 áàëëà)

Îòâåò: W1 = z2e−
2z
3 ,W2 =

∫∞
0

eztdt
(3t+2)3

,Re z < 0.

(4) Ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â øàðîâîì ñëîå

∆u = 0, 1 < r < 2,

∂u

∂n

∣∣∣
r=1

= a+ 3 sin2 θ,

∂u

∂n

∣∣∣
r=2

= 15 cos θ,

ãäå a � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, íàïîìíèì, ÷òî P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
3x2 − 1

2
.

(2 áàëëà)
Îòâåò: ïðè a ̸= −2 ðåøåíèå íå ñóùåñòâóåò, åñëè a = −2, òî u = CP0(cos θ) +

60
7
(2r +

1
r2
)P1(cos θ)− 1

31
(r2 + 64

3r3
)P2(cos θ), C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

(5) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

utt = 4uxx + cos 4t, 0 < x < π, t > 0,

u′|x=0 = u′|x=π = 0,

u|t=0 = cos 4x,

ut|t=0 = 1 + cos2 x.

(2 áàëëà)
Îòâåò: u = 1−cos 4t

16
+ 3t

2
+ 1

8
sin 4t cos 2x+ cos 4t cos 4x.

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Èñïîëüçóÿ êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äè-
ðèõëå äëÿ ïîëîñû 0 < x < π,−∞ < y < ∞, èìååò âèä

G(M,M0) =
1

4π
ln

cos(x+ x0)− ch(y − y0)

cos(x− x0)− ch(y − y0)
, M = (x, y), M0 = (x0, y0),

çäåñü ln 1 = 0. (3 áàëëà)



Âîïðîñû ê ýêçàìåíó ïî ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
(6 ñåìåñòð, 16 èþíÿ 2021)

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

(1) Âû÷èñëèòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ìàòðèöû

(
5 a
a 5

)
. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ôîð-

ìà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé? Ïî÷åìó? Îïðåäåëèòü òèï óðàâíåíèÿ 5uxx +
2auxy + 5uyy = 0 ïðè òàêèõ a. (1.5 áàëëà)
Îòâåò: 5ξ21 + 2aξ1ξ2 + 5ξ22 ,−5 < a < 5, ýëëèïòè÷åñêèé.

(2) Êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ñôåðå? Êàêèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îíè ñîîòâåòñòâóþò?
Êàêîâà êðàòíîñòü ýòèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé?
à) e−iφ; á) e−iφ cos θ; â) e2iφ cos θ. (1.5 áàëëà)
Îòâåò: á), λ = 2, êðàòíîñòü 3.

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Íàéòè èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

2zW ′′ + (3z − 2)W ′ + 3W = 0.

Âû÷èñëèòü îäèí èç ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ. (2 áàëëà)

Îòâåò: W1 = z2e−
3z
2 ,W2 =

∫∞
0

eztdt
(2t+3)3

,Re z < 0.

(4) Ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â øàðîâîì ñëîå

∆u = 0, 1 < r < 2,

∂u

∂n

∣∣∣
r=1

= a− 9 sin2 θ,

∂u

∂n

∣∣∣
r=2

= −15 cos θ,

ãäå a � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, íàïîìíèì, ÷òî P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
3x2 − 1

2
.

(2 áàëëà)
Îòâåò: ïðè a ̸= 6 ðåøåíèå íå ñóùåñòâóåò, åñëè a = 6, òî u = CP0(cos θ) − 60

7
(2r +

1
r2
)P1(cos θ) +

3
31
(r2 + 64

3r3
)P2(cos θ), C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

(5) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

utt = 4uxx + cos 3t, 0 < x < π, t > 0,

u′|x=0 = u′|x=π = 0,

u|t=0 = cos 3x,

ut|t=0 = 1 + cos2 x.

(2 áàëëà)
Îòâåò: u = 1−cos 3t

9
+ 3t

2
+ 1

8
sin 4t cos 2x+ cos 6t cos 3x.

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Èñïîëüçóÿ êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äè-
ðèõëå äëÿ ïîëîñû −∞ < x < ∞,−π

2
< y < π

2
, èìååò âèä

G(M,M0) =
1

4π
ln

ch(x− x0) + cos(y + y0)

ch(x− x0)− cos(y − y0)
, M = (x, y), M0 = (x0, y0),

çäåñü ln 1 = 0. (3 áàëëà)



Âîïðîñû ê ýêçàìåíó ïî ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
(6 ñåìåñòð, 16 èþíÿ 2021)

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

(1) Âû÷èñëèòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ìàòðèöû

(
4 a
a 4

)
. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ôîð-

ìà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé? Ïî÷åìó? Îïðåäåëèòü òèï óðàâíåíèÿ 2uxx +
auxy + 2uyy = 0 ïðè òàêèõ a. (1.5 áàëëà)
Îòâåò: 4ξ21 + 2aξ1ξ2 + 4ξ22 ,−4 < a < 4, ýëëèïòè÷åñêèé.

(2) Êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ñôåðå? Êàêèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îíè ñîîòâåòñòâóþò?
Êàêîâà êðàòíîñòü ýòèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé?
à) eiφ; á) 1; â) e2iφ cos θ. (1.5 áàëëà)
Îòâåò: á), λ = 0, êðàòíîñòü 1.

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Íàéòè èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

zW ′′ + (4z − 1)W ′ + 4W = 0.

Âû÷èñëèòü îäèí èç ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ. (2 áàëëà)

Îòâåò: W1 = z2e−4z,W2 =
∫∞
0

eztdt
(t+4)3

,Re z < 0.

(4) Ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â øàðîâîì ñëîå

∆u = 0, 1 < r < 2,

∂u

∂n

∣∣∣
r=1

= a− 3 sin2 θ,

∂u

∂n

∣∣∣
r=2

= 5 cos θ,

ãäå a � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, íàïîìíèì, ÷òî P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
3x2 − 1

2
.

(2 áàëëà)
Îòâåò: ïðè a ̸= 2 ðåøåíèå íå ñóùåñòâóåò, åñëè a = 2, òî u = CP0(cos θ) +

20
7
(2r +

1
r2
)P1(cos θ) +

1
31
(r2 + 64

3r3
)P2(cos θ), C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

(5) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

utt = 9uxx + cos 4t, 0 < x < π, t > 0,

u′|x=0 = u′|x=π = 0,

u|t=0 = cos 4x,

ut|t=0 = 1 + cos2 x.

(2 áàëëà)
Îòâåò: u = 1−cos 4t

16
+ 3t

2
+ 1

12
sin 6t cos 2x+ cos 12t cos 4x.

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Èñïîëüçóÿ êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äè-
ðèõëå äëÿ ïîëîñû −π

2
< x < π

2
,−∞ < y < ∞, èìååò âèä

G(M,M0) =
1

4π
ln

cos(x+ x0) + ch(y − y0)

− cos(x− x0) + ch(y − y0)
, M = (x, y), M0 = (x0, y0),

çäåñü ln 1 = 0. (3 áàëëà)


