
Âîïðîñû ê ýêçàìåíó ïî ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
(6 ñåìåñòð, 22 èþíÿ 2022)

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

(1) Ïåðå÷èñëèòü âñå (âêëþ÷àÿ áåñêîíå÷íîñòü) îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ

(z − 1)W ′′ + z2W ′ + (z + 1)W = 0.

Êàêèå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè? Ïî÷åìó? Íàéòè ïåðâîå ñëàãàåìîå â àñèìïòîòè-
êå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè ïðàâèëüíûõ îñîáûõ òî÷åê. (1.5
áàëëà)
Îòâåò: z = 1 - ïðàâèëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà, àñèìïòîòèêà W1 = (z − 1)(1 + O(|z − 1|)),W2 =

ln(z − 1)(1 +O(|z − 1|)) ïðè |z − 1| → 0; z = ∞ - íåïðàâèëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà.

(2) ×åìó ðàâíî 5-å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ñôåðå?
Êàêîâà åãî êðàòíîñòü? Êàêèå ôóíêöèè îáðàçóþò áàçèñ â ñîîòâåòñòâóþùåì ñîáñòâåííîì
ïîäïðîñòðàíñòâå? (1.5 áàëëà)

Îòâåò: λ = 20, êðàòíîñòü 9, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè eimφP
|m|
4 (cos θ),m = −4,−3, ..., 4.

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

2z(z + 2)W ′′ − (z − 2)W ′ +W = 0

â âèäå ðÿäîâ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0. Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ ÿâíî. (2 áàëëà)

Îòâåò: W1 = z
1
2 ,W2 = z − 2.

(4) Ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â øàðîâîì ñëîå

∆u = 0, 1 < r < 2,

∂u

∂n

∣∣∣
r=1

= 3 cos2 θ − α,

∂u

∂n

∣∣∣
r=2

= 7 cos θ − 3 cos 2θ,

ãäå α � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, íàïîìíèì, ÷òî P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
3x2 − 1

2
.

(2 áàëëà)
Îòâåò: åñëè α ̸= 5, òî ðåøåíèé íåò; åñëè α = 5, òî u = (A− 4

r )P0(cos θ) + (8r + 4
r2
)P1(cos θ)−

r2P2(cos θ), ãäå A - ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

(5) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = uxx − cos t sin(2πx), 0 < x < 1, t > 0,

u|x=0 = u|x=1 = 0,

u|t=0 = 1 + sin(4πx).

(2 áàëëà)

Îòâåò: u = 4
π

∑∞
n=1

e−(π(2n−1))2t

2n−1 sin(2n − 1)x − 1
1+(2π)4

((2π)2(cos t − e−(2π)2t) + sin t) sin 2πx +

e−(4π)2t sin 4πx

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Èñïîëüçóÿ ìåòîä îòðàæåíèé, äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå u óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â âåðõ-
íåé ïîëóïëîñêîñòè y > 0, íåïðåðûâíîå âïëîòü äî ãðàíèöû, óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

u(x, y) =
y

π

∫ ∞

−∞

u(x′, 0)dx′

(x− x′)2 + y2
, x ∈ R, y > 0.

(3 áàëëà)



Âîïðîñû ê ýêçàìåíó ïî ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
(6 ñåìåñòð, 22 èþíÿ 2022)

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

(1) Ïåðå÷èñëèòü âñå (âêëþ÷àÿ áåñêîíå÷íîñòü) îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ

(z + 1)W ′′ + (z − 1)2W ′ + zW = 0.

Êàêèå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè? Ïî÷åìó? Íàéòè ïåðâîå ñëàãàåìîå â àñèìïòîòè-
êå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè ïðàâèëüíûõ îñîáûõ òî÷åê. (1.5
áàëëà)
Îòâåò: z = −1 - ïðàâèëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà, àñèìïòîòèêà W1 = (z + 1)−3(1 + O(|z + 1|)),W2 =

1 +O(|z + 1|) ïðè |z + 1| → 0; z = ∞ - íåïðàâèëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà.

(2) ×åìó ðàâíî 2-å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ñôåðå?
Êàêîâà åãî êðàòíîñòü? Êàêèå ôóíêöèè îáðàçóþò áàçèñ â ñîîòâåòñòâóþùåì ñîáñòâåííîì
ïîäïðîñòðàíñòâå? (1.5 áàëëà)

Îòâåò: λ = 2, êðàòíîñòü 3, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè eimφP
|m|
1 (cos θ),m = −1, 0, 1.

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

2z(z + 3)W ′′ − (z − 3)W ′ +W = 0

â âèäå ðÿäîâ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0. Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ ÿâíî. (2 áàëëà)

Îòâåò: W1 = z
1
2 ,W2 = z − 3.

(4) Ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â øàðîâîì ñëîå

∆u = 0, 1 < r < 2,

∂u

∂n

∣∣∣
r=1

= −3 cos2 θ − α,

∂u

∂n

∣∣∣
r=2

= 7 cos θ + 3 cos 2θ,

ãäå α � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, íàïîìíèì, ÷òî P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
3x2 − 1

2
.

(2 áàëëà)
Îòâåò: åñëè α ̸= −5, òî ðåøåíèé íåò; åñëè α = −5, òî u = (A+ 4

r )P0(cos θ)+(8r+ 4
r2
)P1(cos θ)+

r2P2(cos θ), ãäå A - ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

(5) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = uxx + cos t sin(4πx), 0 < x < 1, t > 0,

u|x=0 = u|x=1 = 0,

u|t=0 = 1− sin(2πx).

(2 áàëëà)

Îòâåò: u = 4
π

∑∞
n=1

e−(π(2n−1))2t

2n−1 sin(2n − 1)x + 1
1+(4π)4

((4π)2(cos t − e−(4π)2t) + sin t) sin 4πx −
e−(2π)2t sin 2πx

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Èñïîëüçóÿ ìåòîä îòðàæåíèé, äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå u óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïðà-
âîé ïîëóïëîñêîñòè x > 0, íåïðåðûâíîå âïëîòü äî ãðàíèöû, óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

u(x, y) =
x

π

∫ ∞

−∞

u(0, y′)dy′

x2 + (y − y′)2
, x > 0, y ∈ R.

(3 áàëëà)



Âîïðîñû ê ýêçàìåíó ïî ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
(6 ñåìåñòð, 22 èþíÿ 2022)

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

(1) Ïåðå÷èñëèòü âñå (âêëþ÷àÿ áåñêîíå÷íîñòü) îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ

zW ′′ + (z − 1)2W ′ +W = 0.

Êàêèå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè? Ïî÷åìó? Íàéòè ïåðâîå ñëàãàåìîå â àñèìïòîòè-
êå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè ïðàâèëüíûõ îñîáûõ òî÷åê. (1.5
áàëëà)
Îòâåò: z = 0 - ïðàâèëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà, àñèìïòîòèêà W1 = 1 + O(|z|),W2 = ln z(1 + O(|z|))

ïðè |z| → 0; z = ∞ - íåïðàâèëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà.

(2) ×åìó ðàâíî 4-å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ñôåðå?
Êàêîâà åãî êðàòíîñòü? Êàêèå ôóíêöèè îáðàçóþò áàçèñ â ñîîòâåòñòâóþùåì ñîáñòâåííîì
ïîäïðîñòðàíñòâå? (1.5 áàëëà)

Îòâåò: λ = 12, êðàòíîñòü 7, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè eimφP
|m|
3 (cos θ),m = −3,−2, ..., 3.

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

2z(z − 3)W ′′ − (z + 3)W ′ +W = 0

â âèäå ðÿäîâ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0. Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ ÿâíî. (2 áàëëà)

Îòâåò: W1 = z
1
2 ,W2 = z + 3.

(4) Ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â øàðîâîì ñëîå

∆u = 0, 1 < r < 2,

∂u

∂n

∣∣∣
r=1

= 3 cos2 θ − α,

∂u

∂n

∣∣∣
r=2

= −7 cos θ − 3 cos 2θ,

ãäå α � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, íàïîìíèì, ÷òî P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
3x2 − 1

2
.

(2 áàëëà)
Îòâåò: åñëè α ̸= 5, òî ðåøåíèé íåò; åñëè α = 5, òî u = (A− 4

r )P0(cos θ)− (8r + 4
r2
)P1(cos θ)−

r2P2(cos θ), ãäå A - ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

(5) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = uxx − cos t sin(4πx), 0 < x < 1, t > 0,

u|x=0 = u|x=1 = 0,

u|t=0 = 1 + sin(2πx).

(2 áàëëà)

Îòâåò: u = 4
π

∑∞
n=1

e−(π(2n−1))2t

2n−1 sin(2n − 1)x − 1
1+(4π)4

((4π)2(cos t − e−(4π)2t) + sin t) sin 4πx +

e−(2π)2t sin 2πx

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Èñïîëüçóÿ ìåòîä îòðàæåíèé, äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå u óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â íèæ-
íåé ïîëóïëîñêîñòè y < 0, íåïðåðûâíîå âïëîòü äî ãðàíèöû, óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

u(x, y) = −y

π

∫ ∞

−∞

u(x′, 0)dx′

(x− x′)2 + y2
, x ∈ R, y < 0.

(3 áàëëà)



Âîïðîñû ê ýêçàìåíó ïî ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
(6 ñåìåñòð, 22 èþíÿ 2022)

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

(1) Ïåðå÷èñëèòü âñå (âêëþ÷àÿ áåñêîíå÷íîñòü) îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ

(z + 1)W ′′ + zW ′ +W = 0.

Êàêèå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè? Ïî÷åìó? Íàéòè ïåðâîå ñëàãàåìîå â àñèìïòîòè-
êå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè ïðàâèëüíûõ îñîáûõ òî÷åê. (1.5
áàëëà)
Îòâåò: z = −1 - ïðàâèëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà, àñèìïòîòèêà W1 = (z + 1)2(1 + O(|z + 1|)),W2 =

1 +O(|z + 1|) ïðè |z + 1| → 0; z = ∞ - íåïðàâèëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà.

(2) ×åìó ðàâíî 3-å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ñôåðå?
Êàêîâà åãî êðàòíîñòü? Êàêèå ôóíêöèè îáðàçóþò áàçèñ â ñîîòâåòñòâóþùåì ñîáñòâåííîì
ïîäïðîñòðàíñòâå? (1.5 áàëëà)

Îòâåò: λ = 6, êðàòíîñòü 5, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè eimφP
|m|
2 (cos θ),m = −2,−1, ..., 2.

• Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(3) Íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

2z(z − 2)W ′′ − (z + 2)W ′ +W = 0

â âèäå ðÿäîâ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0. Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ ÿâíî. (2 áàëëà)

Îòâåò: W1 = z
1
2 ,W2 = z + 2.

(4) Ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â øàðîâîì ñëîå

∆u = 0, 1 < r < 2,

∂u

∂n

∣∣∣
r=1

= −3 cos2 θ − α,

∂u

∂n

∣∣∣
r=2

= −7 cos θ + 3 cos 2θ,

ãäå α � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, íàïîìíèì, ÷òî P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
3x2 − 1

2
.

(2 áàëëà)
Îòâåò: åñëè α ̸= −5, òî ðåøåíèé íåò; åñëè α = −5, òî u = (A+ 4

r )P0(cos θ)− (8r+ 4
r2
)P1(cos θ)+

r2P2(cos θ), ãäå A - ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

(5) Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = uxx + cos t sin(2πx), 0 < x < 1, t > 0,

u|x=0 = u|x=1 = 0,

u|t=0 = 1− sin(4πx).

(2 áàëëà)

Îòâåò: u = 4
π

∑∞
n=1

e−(π(2n−1))2t

2n−1 sin(2n − 1)x + 1
1+(2π)4

((2π)2(cos t − e−(2π)2t) + sin t) sin 2πx −
e−(4π)2t sin 4πx

• Âûïîëíèòü ñëåäóþùåå çàäàíèå.

(6) Èñïîëüçóÿ ìåòîä îòðàæåíèé, äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå u óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ëåâîé
ïîëóïëîñêîñòè x < 0, íåïðåðûâíîå âïëîòü äî ãðàíèöû, óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

u(x, y) = −x

π

∫ ∞

−∞

u(0, y′)dy′

x2 + (y − y′)2
, x < 0, y ∈ R.

(3 áàëëà)


